Analisis Multivariado 2 - Practica 2
Correlacién candnica

(a) Consideremos un vector z € R? tal que £[z] = 0 y D[z] = ¥. Para medir la
asociacién lineal entre la primera componente z; y las demés, y = (2o, ..., 24)
se define el coeficiente de correlacion multiple al cuadrado pf@&._ 4) como la mayor
correlacién (al cuadrado) entre z; y cualquier combinacién lineal de y. Es decir,
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con los parametros que vienen de la particion
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Ademés, probar que el méximo (1) se realiza en 3 = X5, 091.

(b) Supongamos ahora que queremos predecir z; mediante una combinacion lineal de
y. Entonces se busca

5" = argmin B (2 - #'y)’]
Probar que nuevamente se obtiene 3* = Yy, 0.

. Seaz=(x,y) conx € Rh ey € R Si ¥ = D|z] es definida positiva, probar que
la primera correlacién candnica p; es estrictamente menor que 1.

SUGERENCIA: Usar A3.2 de Seber.

. Probar que las correlaciones candnicas son invariantes por transformaciones afines. Es
decir, las correlaciones candnicas entre x e y son las mismas que entre Ax y By si A
y B son matrices inversibles.

. Dadas dos variables candnicas w; y v; con ¢ # j, demostrar que cov [u;, v;] = 0.
SUGERENCIA: Primero mostrar que a; = ZﬁlElgbi.

. Usando multiplicadores de Lagrange, probar que p? es el méximo de (o Elgﬁ)2 sujeto
a 0/21104 =1 y 5/2226 =1.

SUGERENCIA: Usar A8.1 de Seber.

. Seaz = (x',y')’ con x € R? e y € R? y supongamos que

1 a b b

2 a 1 b b
Dla=0"1 4 1 .
b b ¢ 1

donde a, by ¢ tienen médulo menor que 1. Encontrar la primera correlaciéon candnica
y las correspondientes variables canoénicas.



7. Sea z = (x',y") con x € R ey € R%. Supongamos que & [z] = 0 y consideramos
Y. = Dz] con la particién

Y 211 212 _ 5 [XX/] 5 [Xy/]
o1 Yo Elyx] Elyy'] )
Se quiere predecir y mediante & combinaciones lineales no correlacionadas de x. Es

decir, si definimos u = Ax con A de k x d; tal que D[u] = X, = AX 1A' = [,
queremos encontrar un predictor lineal de y de la forma Bu (donde B sera de dy X k).

El criterio serd elegir A y B que minimicen E ||y — Bu||2} .
(a) Probar que, fijada la matriz A, se tiene que
E[lly = Bul*] > E [y — Bul|’]
para B* = Y5 A’ (AEHA’)*1 . Mostrar ademads que
Ely — B'u|] = tr (Sg) — tr (EzlA’ (ASj A7 Azm) ,
por lo que el problema se reduce a encontrar

A" = arg max tr <221A, (AEHA,)il A212> . (2)

AL A=T,

(b) Mostrar que la matriz A* que cumple (2) tiene como filas a los autovectores corre-
spondientes a los primeros k autovalores de 21’11212221 y tales que son ortogonales
con la distancia dada por Xi;.

SUGERENCIA: Usar el lema que sigue: Sea Q € R4 Q >0y k < d, C € Rk
tal que CC” = I, entonces

k k

D_M(CQEN <Y N (Q)

i=1 i=1
donde A\ (Q) > --- > A\ (Q) son los autovalores de @ y A\ (CQC") > --- >
Ak (CQC") los autovalores de CQC".

8. En un estudio de pobreza, crimen y disuasion, Parker y Smith reportaron ciertos
resimenes de estadisticas criminales en varios estados de EEUU para los anos 1970 y
1973. Una parte de la matriz de correlacién muestral aparece mas abajo. Las variables
son:

X1 = homicidios no primarios cometidos durante 1970

Xy = homicidios primarios (homicidios que involucran parientes o conocidos cometidos
durante 1970)

Y1 = severidad de los castigos (mediana de los meses cumplidos en prisién en 1970)
Y, = certeza del castigo (numero de admisiones a prisién dividido por el nimero de
homicidios en 1970)

1 0.615 | —0.111 —0.266

R { Ry | Ry } | 0615 1 | —0.195 —0.085

| Ra |Re | | —0111 —0195| 1 —0.269
—0.266 —0.085 | —0.269 1



(a) Hallar las correlaciones candnicas muestrales.

(b) Determinar el primer par candnico @; y 0; e interpretar estas cantidades.

9. En un estudio realizado por Waugh (1942) basado en n = 138 muestras de trigo de
variedad Canadian Hard Red Spring y de la harina hecha a partir de él, se midieron
las siguientes variables (5 son mediciones en forma estandarizada para el trigo X; y 4

10.

para la harina Y;):

X, = estructura del ntcleo
Xs = peso

X3 = nucleos danados

X4 = material extrano

X5 = proteinas

Y; = trigo por barril de harina

Y, = ceniza presente en la harina

Y3 = proteinas en la harina
Y, =indice de calidad del gluten

La matriz de correlacion fue:

1
0.754 1
-0.69 -0.712 1

R | Rus -0.446 -0.515 0.323 1
R:[R 7 }: 0.692 0.412 -0.444 -0.334 1
21| T2 -0.605 -0.722 0.737 0.527 -0.383 1
-0.479 -0.419 0.361 0.461 -0.505 | 0.251 1
-0.780 0.542 -0.546 -0.393 0.737 | -0.490 -0.434 1
| -0.152 -0.102 0.172 -0.019 -0.148 | 0.250 -0.079 -0.163 1 |

(a) Hallar las variables candnicas muestrales correspondientes a las correlaciones candnicas.

(b) Interpretar las variables candénicas muestrales 4, y 0. ;Representan en algin
sentido la calidad del trigo y la harina, respectivamente?

(¢) {Qué proporcion de la varianza muestral total de las variables X queda explicada
por u1? ;Qué proporcién de la varianza muestral total de las variables Y queda

explicada por 0,7

En el archivo hogares se encuentran los datos correspondientes a 75 observaciones de
hogares espanoles. Las primeras cinco variables son el gasto del hogar en distintas
partidas y las cuatro siguientes la estructura del hogar.

Y, = gastos en alimentacién, bebidas y tabaco.

Y, = gastos en vestido y calzado.

Y3 = gastos en menaje.

Y, = gastos en transporte y comunicaciones.
Y5 = gastos en espacimiento y ensenanza.

X1 = namero de personas en la unidad de gastos.

X5 = ntumero de personas mayores de 14 anos.



X3 = el nivel académico del sustentador principal medido en una escala de 1 a 8.
X, = namero de perceptores con ingresos.

(a) Hallar las correlaciones canénicas muestrales.

(b) Determinar el primer par candnico @; y 0; e interpretar estas cantidades.



