ANALISIS REAL

Primer Cuatrimestre de 2003

PRACTICA 2: FUNCIONES MEDIBLES

1. Sea B la o-4lgebra de Borel de R y f:IR”? — IR . Probar:

(a) Si f es medible entonces f~!(B) es medible para todo B € B .
(b) SiB ={E=BUA, BeB yAC {-00,00}} entonces, f es
medible si y sélo si f~1(E) es medible para todo E € B .

2. Sean f,g:IR? — TR medibles. Mostrar que los conjuntos {f > g}y
{f = g} son medibles.

3. (a) Sea f:IR — IR tal que para todo a € IR, el conjunto {z € R:
f(z) = a} es medible. ;Es f medible?

(b) Sea f:IR — IR tal que |f| es medible. ;Es f medible?
4. Sea f:IR — IR . Probar:

(a) Si f es mondtona entonces f es medible Borel.
(b) Si f es derivable sobre IR entonces f” es medible Borel.

5. Si f:IR? — IR es medible entonces existe g:IR” — IR medible Borel
tal que f = g a.e.

6. Sea f:IR” — IR continua en casi todo punto. Probar que f es medible.

7. (a) Hallar f:IR — IR continua a.e. tal que no existe g:IR — R
continua que verifica f = g a.e.

(b) Hallar f,g:IR — IR tales que g es continua, g = f a.e. y f es
discontinua en todo punto.



8. Sea [ un intervalo de IRP.

(a) Sea E C I medible. Probar que para cada € > 0 existe g: [ — R
continua tal que

{z e l:g(x) # xp(x)} <e

(b) Sea ¢ una funcién simple definida sobre I. Probar que para cada
e > 0 existe g: [ — IR continua tal que

{z e l:g(x)# ea)}] <e

(c) Sea f: I— IR medible y finita en c.t.p. Probar que dados € > 0
y 6 > 0 existe ¢ simple tal que

{z e l:|o(z) - f2)] = e} <0

(d) Sea f como en (c). Probar que dados € > 0y § > 0 existe g
continua tal que

{zel:]g(z) - fz)| = e} <0

9. Sea E medible y (fx)r>1: E — IR una sucesién de funciones medibles
tal que para todo x € E existe M, € IR5y de modo que

| fr(z)| < M, ; Vk e N .
Probar que si para todo a > 0 existe ky = ko(a) € IN tal que
E>k = [z e B i) <all <a/k,
entonces |E| = 0.

10. Sea E de medida finita y (fi)g>1: £ — IR una sucesién de funciones
medibles tal que para todo x € F, existe M, € IR~y de modo que

| fr(2)] < M, , Vk e IN .
Probar que dado € > 0 existe F' C F cerrado y M € IRy, tal que

|E\F|<e vy |filx)| <M, VEeIN, VzeF.



11. Paracadan € N, sea f,, : [0,00) — R ; fu(2) =71 X, ,,, (¢). Probar:

(a) (fn)n>1 converge puntualmente,
(b) para cada d > 0, (f,)n,>1 converge uniformemente en [J, 00),
(¢) no existe £ C [0,00) tal que |E| =0y (f)n>1 converge uniforme-

mente en E°.

12. (a) Sea E de medida finitay sean (f,),>1: £ — IR funciones medibles,
finitas en casi todo punto de F y tal que f,, — f a.e. en E. Probar
que existe una sucesion (E;);>1 de conjuntos medibles de £ tal que:

i |[E\U2, Ei| =0,
ii. paracadai>1,f, = fen E;.
(b) El mismo resultado vale si E' = ;2 Ay donde Ay es de medida
finita para cada k € IN .

13. Sean (fn)n>1 v f funciones medibles definidas sobre un conjunto A
y finitas en c.t.p. Sea (A,),>1 una sucesién de subconjuntos de A
medibles, tales que |A\A,| — 0. Probar que si x4, fu — f entonces

fn = f.
14. Supongamos que f; — f y gx — g sobre E. Probar:

(a) fr+gr — f+ g sobre E.

(b) Si |E| < +oo, entonces frgr — fg sobre E. Mostrar que la
hipétesis |E| < 400 es necesaria.

(c) Sea (fx/gr)k>1 una sucesién de funciones definidas en casi todo
punto de E. Si |E| < 400, gr — g sobre E'y g # 0 a.e., entonces

fol 9 == f/g.
15. Sea fi:[0,1] — [0, 1] la funcién de Cantor-Lebesgue y f : [0, 1] — [0, 2]
definida por: f(z) = fi(z) + «.
(a) f es continua y biyectiva. Ademds f~! es continua.
(b) Si C es el Ternario de Cantor, |f(C)| = 1.

(c) Sea g = f~!. Mostrar que existe A medible tal que g~!(A) es no
medible.



(d) Mostrar que existe un conjunto medible que no es boreliano.

(e) Hallar hy : [a,b] — IR medible Borel y hy : IR — IR medible tal
que hy o hy no es medible.

16. Si f:IR" — IR es s.c.s. (s.c.i., continua) entonces f es medible Borel.



