
ANALISIS REAL

Primer Cuatrimestre de 2003

PRACTICA 3: INTEGRAL DE LEBESGUE

1. Sea f definida sobre IRp, medible y no negativa. Probar que si E es
medible entonces:∫

E
f = sup

{∫
E
ϕ : 0 ≤ ϕ ≤ f, ϕ simple

}
.

2. Sea f integrable sobre IRp y Qn = [−n, n]p, n ∈ IN . Probar que:

lim
n→∞

∫
Qc

n

|f |dx = 0.

3. (a) Sea f : [0,∞)→ IR integrable. Probar que existe (xn)n≥1 tal que

lim
n→∞

xn =∞ y lim
n→∞

f(xn) = 0.

(b) Mostrar que existe g integrable sobre [0,∞), continua y tal que
para una sucesión (xn)n≥1, se verifica que:

lim
n→∞

xn =∞ y lim
n→∞

g(xn) =∞.

4. Sean f : IRp → IR medible, v ∈ IRp y E ⊆ IRp medible.

(a) Si f ≥ 0 entonces:∫
IRp
f(x+v)dx =

∫
IRp
f(x)dx y

∫
E
f(x+v)dx =

∫
E+v

f(x)dx.

(Sug.:
∫
E fdx =

∫
IRp fχEdx.)

(b) Si f es integrable sobre IRp, valen para f las mismas afirmaciones.

5. Sea f : IRp → IR integrable. Probar que para todo a > 0 vale la
igualdad: ∫

IRp
f
(
x

a

)
dx = ap

∫
IRp
f(x)dx.
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6. Sea f : E → IR integrable. Probar que si |
∫
E fdx| =

∫
E |f |dx entonces

f ≥ 0 a.e. en E ó f ≤ 0 a.e. en E.

7. Sea f : E → IR medible. Si
∫
A fdx = 0 para todo conjunto medible

A ⊆ E, probar que f = 0 a.e. en E.

8. Sea f : IR → IR integrable tal que para todo intervalo I ⊆ IR resulta∫
I fdx = 0. Demostrar que f = 0 a.e.

9. Sean (Ek)1≤k≤n, n conjuntos medibles contenidos en el intervalo [0, 1].
Si para cada x ∈ [0, 1], Ax = {k : 1 ≤ k ≤ n ∧ x ∈ Ek} tiene por lo
menos q elementos, probar que existe k : 1 ≤ k ≤ n y |Ek| ≥ q/n.

10. Sea (fk)k≥1 una sucesión de funciones medibles no negativas definidas
sobre E. Si limk→∞ fk(x) = f(x) para cada x ∈ E y fk ≤ f a.e.,
probar que ∫

E
f = lim

k→∞

∫
E
fk.

11. Mostrar que en el Lema de Fatou la desigualdad puede ser estricta.

12. Mostrar que en el Lema de Fatou, la hipótesis que las funciones de la
sucesión son no negativas, es necesaria.

13. Sean (fn)n≥1 una sucesión de funciones integrables sobre E ⊆ IRp y f
integrable sobre E. Si

∫
E |fn − f |dx→ 0, entonces fn

m→ f sobre E.

14. Sea p > 0 y
∫
E |fn − f |pdx → 0. Probar que si

∫
E |fn|pdx ≤ M para

todo n entonces
∫
E |f |pdx ≤M.

15. Si f ∈ L1(0, 1), mostrar que xnf(x) ∈ L1(0, 1) para cada n ∈ IN y

lim
n→∞

∫ 1

0
xnf(x)dx = 0.

16. Probar que para cada g ∈ L1([0,∞)),

lim
n→∞

1

n

∫ n

0
xg(x)dx = 0.
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17. (a) Sea (fn)n≥1 una sucesión decreciente de funciones medibles y no
negativas sobre E con f1 ∈ L1(E). Mostrar que:∫

E
lim
n→∞

fn = lim
n→∞

∫
E
fn <∞.

(b) Sea x ∈ IR>1 mostrar que:

lim
n→∞

n(x1/n − 1) = ln x,

considerando la función fn(t) = t(1/n)−1 para 1 < t < x.

18. Sea g(x) = x2 sin(1/x2), definida en (0, 1) y f su derivada. Probar que
f es continua en (0, 1), existe limε→0

∫ 1
ε f(x)dx, pero f 6∈ L1(0, 1).

(Sugerencia: |f(x)| ≥ (2/x)| cos(1/x2)| − 2x ≥ 1/2x para x tal que
[(2n+ 1/3)π]−1/2 ≤ x ≤ [(2n− 1/3)π]−1/2, n ∈ IN).

19. Mostrar que el Teorema de Convergencia Mayorada es válido para fun-
ciones a valores complejos.

20. Sea (En)n≥1 una sucesión de conjuntos medibles de IRp y k ∈ IN . Si
G = {x ∈ IRp : x ∈ En para al menos k valores de n}, entonces G es
medible y k|G| ≤ ∑∞n=1 |En|. (Sug.: Considerar

∑∞
n=1

∫
G χEndx).

21. Si (fn)n≥1 es una sucesión de funciones integrables sobre E ⊆ IRp y

∞∑
n=1

∫
E
|fn|dx <∞,

entonces
∑∞
n=1 fn(x) converge absolutamente en casi todo punto de E

y ∫
E

( ∞∑
n=1

fn

)
dx =

∞∑
n=1

∫
E
fndx.

22. Sean fn : (0, 1)→ IR ; fn(x) = nxn−1 − (n+ 1)xn. Probar que:∫
(0,1)

∞∑
n=1

fn 6=
∞∑
n=1

∫
(0,1)

fn.

Verificar que:
∞∑
n=1

∫
(0,1)
|fn| = ∞.

3



23. Sean E ⊆ IRp medible y f : IRp → IR medible. Para cada n ∈ IN,
consideramos En = {x ∈ E : |f(x)| ≥ n}. Entonces:

(a) f integrable sobre E ⇒ ∑
n≥1 |En| <∞.

(b) Si E es de medida finita,∑
n≥1

|En| <∞ ⇒ f integrable sobre E.

24. Sean (fn)n≥1 una sucesión de funciones integrables sobre E y f medible
tales que fn

m→ f sobre E. Si existe g integrable sobre E tal que |fn| ≤ g
sobre E entonces f es integrable y

∫
E |fn − f |dx→ 0.

25. Sea f : [0, 1]× [0, 1]→ IR tal que:

(a) para todo x ∈ [0, 1], la función y 7→ f(x, y) es integrable sobre
[0, 1] y

(b) ∂f
∂x

(x, y) es una función de (x, y) acotada.

Probar:

(i) para todo x ∈ [0, 1], la función y 7→ ∂f
∂x

(x, y) es medible y

(ii) d
dx

∫ 1
0 f(x, y)dy =

∫ 1
0
∂f
∂x

(x, y)dy.

26. Sea E ⊆ IRp medible. Sean fn, f : E → [0, 1] medibles y tales que
fn

m→ f. Dada φ : [0, 1]→ IR continua, probar:

(a) φ(fn)
m→ φ(f),

(b) si |E| <∞ entonces φ(fn)→ φ(f) en L1(E).

27. Sea g : [0, 1] → IR medible, g(x) ≥ 0 para casi todo x ∈ [0, 1] e
integrable sobre [0, 1]. Probar que si existe α ∈ IR tal que para todo
n ∈ N, vale la igualdad: ∫ 1

0
g(x)ndx = α,

entonces g = χE a. e. para algún conjunto E ⊆ [0, 1] medible.
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