ANALISIS REAL
Primer Cuatrimestre de 2003

PRACTICA 3: INTEGRAL DE LEBESGUE

1. Sea f definida sobre IR?, medible y no negativa. Probar que si E es
medible entonces:

/fzsup{/so: 0<ep</ sosimple}-
E E

2. Sea f integrable sobre IR y @,, = [-n,n|’, n € IN . Probar que:

n—oo

lim |fldz = 0.

3. (a) Sea f:[0,00) — IR integrable. Probar que existe (z,),>1 tal que

lim 2, =c0 'y lim f(z,) =0.

n—oo

(b) Mostrar que existe g integrable sobre [0,00), continua y tal que
para una sucesion (z,),>1, se verifica que:

lim z, =00 'y lim g(z,) = occ.

4. Sean f :IR? — IR medible, v € R? y £ C IR? medible.

(a) Si f > 0 entonces:
/]Rp flz+v)dr = /]Rp flz)de y /Ef(x+v)dx = /E+U f(z)dz.

(Sug.: [ fdz = e fxpd2.)
(b) Si f es integrable sobre IRP, valen para f las mismas afirmaciones.

5. Sea f : RP —
igualdad:

integrable. Probar que para todo a > 0 vale la

Lo e = o f o



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sea f: E — IR integrable. Probar que si | [ fdx| = [ |f|dx entonces
f>0ae enE6 f<0ae enFE.

Sea f: E— IR medible. Si [, fdr = 0 para todo conjunto medible
A C E, probar que f =0 a.e. en E.

Sea f:IR — IR integrable tal que para todo intervalo I C IR resulta
J; fdz = 0. Demostrar que f =0 a.e.

Sean (Ej)1<g<n,n conjuntos medibles contenidos en el intervalo [0, 1].
Si para cada x € [0,1], A, ={k:1 <k <n A z € E} tiene por lo
menos ¢ elementos, probar que existe k: 1 < k <n y |Ey| > q/n.

Sea (fx)r>1 una sucesién de funciones medibles no negativas definidas
sobre E. Si limg_o fr(z) = f(x) para cada z € E y fr < [ a.e,

probar que
/ £ = lim / fr.
E k—oo JE

Mostrar que en el Lema de Fatou la desigualdad puede ser estricta.

Mostrar que en el Lema de Fatou, la hipdtesis que las funciones de la
sucesion son no negativas, es necesaria.

Sean (f)n>1 una sucesién de funciones integrables sobre £ C IR? y f
integrable sobre E. Si [ |f, — f|ldz — 0, entonces f,~> f sobre E.

Seap >0y [g|fn— flPdr — 0. Probar que si [ |f,|[Pdx < M para
todo n entonces [y |f|Pdx < M.

Si f € LY0,1), mostrar que 2" f(z) € L'(0,1) para cadan € IN y

1
lim [ 2" f(x)dx =0.
0

n—oo

Probar que para cada g € L'([0, 00)),

1 n
lim — / zg(z)dx = 0.
0

n—oon,



17.

18.

19.

20.

21. S

22.

(a) Sea (fn)n>1 una sucesion decreciente de funciones medibles y no
negativas sobre F con f; € L'(E). Mostrar que:

/ lim f, = lim/fn<oo.
E n—oo n—oo E
(b) Sea x € IR~; mostrar que:

lim n(z"/" —1) = Inz,

n—od

considerando la funcién f,(t) =t/ para 1 < t < z.

Sea g(x) = z?sin(1/2?), definida en (0 1) y f su derivada. Probar que
f es continua en (0, 1), existe lim,_o [ f(2)dz, pero f & L'(0,1).

(Sugerencia: |f(x)| > (2/x)|cos(1/x )| — 2z > 1/2x para z tal que
[(2n +1/3)7]7Y2 <z < [(2n — 1/3)7]7Y/2,n € IN).

Mostrar que el Teorema de Convergencia Mayorada es véalido para fun-
ciones a valores complejos.

Sea (E,)n>1 una sucesién de conjuntos medibles de R? y k € IN . Si
= {x € IR : x € E, para al menos k valores de n}, entonces G es
medlble y k|G| <300 |EyLl. (Sug.: Considerar >.0° [ X, dx).

i (fn)n>1 es una sucesion de funciones integrables sobre £ C IR? y

> [ alda < oo,
n=1"E

entonces Yo%, f.(z) converge absolutamente en casi todo punto de F

y /E (g:l fn> dx:g:l/faf”d”

Sean f, : (0,1) = R ; fu(z) = nz""! — (n + 1)z". Probar que:

o 2 [
Jon 2P # X o
Verificar que:

Y RUIE



23.

24.

25.

26.

27.

Sean £ C IR” medible y f : R? — IR medible. Para cada n € IN,
consideramos F,, = {x € E : |f(x)| > n}. Entonces:

(a) f integrable sobre E = ¥ - |E,| < oo.
(b) Si E es de medida finita,

> |En| < oo = [ integrable sobre E.

n>1

Sean ( f,)n>1 una sucesién de funciones integrables sobre 'y f medible
tales que f,—> f sobre E. Si existe g integrable sobre E tal que |f,| < ¢
sobre E entonces f es integrable y [ |f, — f|dz — 0.

Sea f:[0,1] x [0,1] — IR tal que:

(a) para todo = € [0,1], la funcién y — f(z,y) es integrable sobre
[0,1] y

(b) %(z,y} es una funcién de (z,y) acotada.
Probar:

(i) para todo z € [0, 1], la funcién y — %(m, y) es medible y

(iD) 4 Jo flz.y)dy = Jy 5 (x,y)dy.
Sea £ C IRP medible. Sean f,, f : E — |[0,1] medibles y tales que
fn= f. Dada ¢ : [0,1] — IR continua, probar:

(a) o(fa)= o(f),
(b) si |E| < co entonces ¢(f,) — ¢(f) en L' (E).

Sea g : [0,1] — IR medible, g(x) > 0 para casi todo z € [0,1] e
integrable sobre [0, 1]. Probar que si existe « € IR tal que para todo
n € N, vale la igualdad:

1
/ g(x)"dxr = «,
0

entonces g = yg a. e. para algin conjunto E C [0, 1] medible.



