ANALISIS REAL

Primer Cuatrimestre de 2003

PRACTICA 5: ESPACIOS L”

1. Sean EF C IR"™ de medida finita y 1 < p; < py < 00.

(a) Probar que LP2(E) C LP(E).

(b) Mostrar que |E| < 00, es una condicién necesaria para la inclusion.

2. Sean E C R" medibley 1 <r <p<s<oo. SifelL(E)NLE),
entonces || f[[5 < [[f[[7 + || fI[:-

3. Probar que:

(a) Si f, — fen LP(E), paraalgin p: 1 < p < oo, entonces f,—— f
sobre F.

(b) Si f, — fen LP(E), go — g en LYE), y 1/p+1/q = 1,
entonces fn,g, — fg en L'(E).

(c) Si|EF| < ooy fn — f en L®(E), entonces f, — f en LP(E),
para todo p > 1.

4. Dadas las funciones f,, : [0,1] — IR,

e, 0<z<1/n

1 0, en otro caso,

probar que f, — 0 a.e. y f,—0, pero f, no converge en LP([0,1])
para 1 < p < o0.

5. Sean £ C IR™ medible, (f,)n>1 ¥y f en LP(E), donde 1 < p < oo.
Probar:

(@) [fao = fllzecey — 0 = | fullzecey — | fl o)



(b) Si f, — f a.e. sobre E, entonces:

| fullzeey — | flleeey = 1fn — fllee@y — O.

(Sug.: Aplicar el Lema de Fatou a la sucesién: g, (z) = 2271(| f,.(z) [P+
[f (@) = [ fulz) = f2)[P)

. Sea k : IR""™ — IR medible tal que existe ¢ > 0 que verifica:

sup [ |k(z,y)ldy <c vy  sup [ |k(z,y)|de <c.
zelR" yelR"

Probar que si 1 < p < oo, entonces K : LP(IR") — LP(IR™) dada por

K(f)(@) = [ ko) (v)dy
estd bien definida y es uniformemente continua.

. Paral <p<ooy0<|E| < o0, definimos:

Mszﬁéu@w.

Probar:

(&) p1 <p2 = Np[f] < Nplf]-

(b) Nplf + 9] < Np[f] + Nylg).

(©) & Ji |f9l < N[ FINylgls 1/p+ 1/ = 1.
(d) Ty oo Np[f] = [ floe-

. Sea ECIRP tal que 0 < |E| < ooy f € L®(F) que verifica || f|le > 0.
Para cada n € N, consideramos a, = [z|f(x)|"dx. Demostrar que

limn_,oo an+1/a'n = ||f||00

. Supongamos que f, — f ae. yque f,,f € L”, 1 < p < oco. Si
I full, £ M < oo, demostrar que [f,g — [fg, para toda g € L¥
donde 1/p + 1/p’ = 1.  Es cierto este resultado para p = 17

(Hint: Suponer primero que g es una funcién caracteristica).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sif, — fenLP, 1<p<oo, g, — ¢ puntualmente y ||g,|lc < M,
para todo n € N, probar que f,g9, — fg en L”.

Muestre que cuando 0 < p < 1, los entornos {f € L?(0,1) : || f]l, < €}
de 0, no son convexos.

Sea f tal que para todo o > 0,

wl) = {z e R": |f(z)| > a}| < c(1+ )"
Probar que f € L"(IR"), si 0 <71 < p.
Sea £ =[0,1/2]. Probar:

(a) f(z) =27 VP(Inz=") 2P € LP(E), (1 <p < o0), pero f & L'(E)
sir > p.

(b) g(z) =Inz~! € LP(FE) para todo p: 1 < p < oo, pero g € L*(E).

Sea E = [0,00). Probar que f(z) = 27Y2(1 + |Inz|)~! € L?*(E) pero
f & LP(FE) para ningin p: 1 <p < o0,y p # 2.

Dada f € LP(IR"),1 < p < oo, probar que:
1/p
@ ([ 17 =0+ f@ldn) " —pm 2771,
1/p
o) ([ 1@=n)+ f@)rds) —po 2y

(a) Dadas funciones f € LP(IR") y g € L¥ (IR") donde 1/p+1/p' = 1,
probar que la convolucién f * g(z) existe y es finita para todo
x € IR". Ademas define una funcién acotada y uniformemente
continua.

(b) Dado E C IR™ tal que 0 < |E| < oo, probar que:
E - FE={x—y:z,y€FE}

contiene un conjunto abierto no vacio. (Sug.: considerar xpxx_g.)



17.

18.

19.

20.

Dada f: IR — IR integrable, para cada h > 0 sea
1 [t+h/2 p
t) = .
o =5 [ fa)da

Si f € LP, probar que:

a) [lfulloe < BHPIS],.

(

() frne L2y [ full, < (I f]lp-

(c) Paracadar>p>1, ||fullr < hl/’"_l/p||f||p.
)

(d) 1fn = fllp =10 0.
Sean 1 <p<oo, 1/p+1/p =1y f € LP(IR"). Probar:
(@) [Iflly = supygy =1 lfrn f(2)g(x)dx].

(b) Si (fx)k>1 es una sucesion de funciones de L tal que para toda
g € LP resulta: limy oo [gn fr9d® = [grn fgdx, entonces:

1l < tim it || il

Sean E C IR"™ medible y p > 1. Definimos:

LP(E) ={f: E — R medible : supt(|{z € E:|f(z)| > t}|)"" < oo}

t>0

Probar:
(a) LP(E) C LY(E),
(b) si |E| < ooy p> 1, entonces LF(E) C L'(E).

Dados [a, b] un intervalo acotado y f € LP([a,b]) 1 < p < oo, definimos

F(x):/;f(t)dt . welabl.

Probar que existe una constante K tal que para toda particion
a=x9g <z <...<x,=>resulta:

S|P (i) — Fa)|P

i=0 (xi—i-l — Iz’)p_l

< K.




