ANALISIS REAL

Primer Cuatrimestre de 2003

PRACTICA 7: FUNCIONES DE VARIACION ACOTADA

1 Sea f:[0,1] >R, f(z) =  Tsnll/w), z7#0°
0, z=0
(a) Probar que f es continua en [0, 1], pero V(f; [0, 1]) = oc.
(b) Si g(x) = zf(x), probar que g es de variacién acotada sobre [0, 1].

2. Sean f,g: |a,b] — IR, funciones de variacién acotada. Entonces:

(a) f+g,f—9,fg v |f|son de variacién acotada.

(b) Si existe m > 0 tal que |f(z)] > m (z € [a,b]), la funcién 1/f es
de variacién acotada.

3. Sea g : [a,b] — TR integrable Riemann. Probar que la funcién f
definida sobre [a, b] como f(z) = [T g(t)dt es de variacién acotada.

4. Sea f : [a,b] — IR una funcién de variaciéon acotada. Para cada
z € (a,b] notemos V(z) = V(f;la,z]) y V(a) = 0. Dado z* € [a,]]
probar que f es continua a izquierda (resp. a derecha) en z* si, y sélo
si, V' es continua a izquierda (resp. a derecha) en ese punto.

5. Sea f : [a,b] — IR una funcién de variacién acotada. Probar que el
conjunto de puntos de discontinuidad de f es a lo sumo numerable.

6. Sea f absolutamente continua en [e, 1], para todo € > 0.

(a) Si ademés f es continua en 0, jes f absolutamente continua en
0,1]?

(b) Si ademds f es continua en 0 y de variacién acotada en [0, 1], jes
f absolutamente continua en [0, 1]?



7. Sea (fx)r>1 una sucesiéon de funciones de variacién acotada sobre [a, b].
Si existe M > 0 tal que V(f; [a,b]) < M, para todo k € Ny (fi(2))r>1
converge a f(z), para todo z € [a,b], entonces V (f;[a,b]) < M.

8. Dar un ejemplo de una sucesién convergente de funciones de variacién
acotada cuyo limite sea una funcién de variaciéon no acotada.

9. Sea f:]0,1] = R, f(z) = >0, apa™, donde Y02, |a,| < oco. Probar
que f es de variacién acotada y V(f;[0,1]) < >0, |an].



