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PRACTICA 8: MEDIDA EN ESPACIOS ABSTRACTOS

1. Un espacio (X, %, u) se dice de medida completa si dado Z € ¥ tal que
w(Z) =0, para cada Y C Z resulta Y € ¥ y u(Y) = 0. En este caso,
probar que:

(a) Si Zy € X, Z1AZy € ¥y u(Z1AZy) = 0, entonces Zy € 3.
(b) Si f es medible y f = g a.e., entonces g es medible.

2. Sean X un conjunto y Aj,..., Ay subconjuntos disjuntos de X tal que

UN,A; = X. Sea ¥ la 0—4lgebra generada por {A;, ..., Ay}. Probar:
(a) B € X siy sélo si existen iy, ..., 1 tales que B = Ug‘?:lAij.

(b) Si f es ¥—medible, entonces f es constante sobre cada A;.
3. Sean (X, Y) un espacio medible.

(a) Si fy g son X—medibles, entonces {f = g} € X.
(b) Sean f, : X — IR X—medibles. Entonces

{r e X: existe lim f,(z) y es finito } € X.

4. Teorema de Egorov: Sea (X, 3, 1) un espacio de medida y E un con-
junto medible tal que u(E) < co. Sea (fx)r>1 una sucesioén de funciones
medibles sobre E tal que fi es finita a.e. en E'y (fx)r>1 converge a.e.
en F a un limite finito. Entonces dado € > 0, existe un conjunto medi-
ble A C E con pu(E\A) < € tal que (fi)r>1 converge uniformemente en
A.

5. Si (X, %, 1) es un espacio de medida y si f y fir son medibles y finitas
a.e. en un conjunto medible F, entonces (fi)r>1 converge en medida
sobre E a f (fi 5 f) si para cada € > 0,

Jim p({z € B |f(2) = fi(z)] > €}) = 0.

Probar:



10.

11.

12.

(a) Si fi — f a.e. sobre Ey u(E) < 0o, entonces fi-> f sobre E.
(b) Si fi2sf sobre E, existe una subsucesion (fr;)j=1 tal que fi; — f

a.e. en F.

Sea (X, %, 1) un espacio de medida. Si f,%5f vy gn-t>g, entonces:

(a) |fal =11,

(b) fu+gn=f +9,

(©) foVgntfVy,

(d) fuAgntof Ag,

(e) fuxa®fxa, para todo A € X.

Sea g : IR™ — IR no negativa e integrable. Definimos p(A) = [, g(x)dz,
para todo A C IR" medible Lebesgue. Entonces:

fo™f = faf

Sea (X, X, 1) un espacio de medida. Sean (f,,),>1 v f funciones medi-
bles y finitas a.e. tales que para todo € > 0 existe A, € X :

A <€y fo= fen X\A,

es decir, (f,)n>1 converge casi uniformemente a f. Probar que f, — f
en casi todo punto.

Sea (X,X, u) espacio de medida finita. Sean (f,),>1 y f funciones
medibles y finitas a.e. Probar que (f,,),>1 converge casi uniformemente
a f siy sélosi (f,)n>1 converge a f en casi todo punto.

Sea (X, pu)un espacio de medida finita. Probar que toda funcién
medible y finita a.e. es limite casi uniforme de una sucesién de funciones
simples.

Demostrar que aun en un espacio (X, Y, u) de medida finita, conver-
gencia casi uniforme no implica convergencia en L'(X, ¥, ).

Sean (X, X, 1) un espacio de medida y ¢y v dos medidas sobre ¥ tales
que
1(A) <v(A), para todo A € ¥. Probar que

feLl(X,v) = fe Ll (X, u.



13. Sean (X,X, ) un espacio de medida y E € X. Si f € L'(E) probar
que para todo € > 0, existe § = d(e) > 0 :

ACE, Amedibley pu(A) <4 = /A]f\du<e.

14. Sea (X, 3, u) un espacio de medida con la siguiente propiedad: existe
0 > 0 tal que
EeX = w(E)y=0 6 wu(E)>o.
Probar que si f € L'(X, p) entonces f € L™(X, p).

15. Sean (X, 3, ) un espacio de medida y (f,,)n>1 una sucesién de funciones
medibles.

(a) Si [y ‘f%’ildu — 0, probar que f,->0.

(b) Si u(X) < ooy f,250, probar que [y ‘ijrlldu — 0.

16. Sean X = IN, ¥ = P(IN) y u(A) = C(A). Probar que f € L'(IN, u) si
y s6lo si Y00 |f(n)] < ooy, en este caso [ fdu = > 02, f(n).

17. Sean X = N y p la medida sobre IN tal que: pu(E) = 3,ncp 25

(a) Probar que p es una medida finita.
(b) Para cada k € IN, definimos f; : X — IR,

wo={ T

Probar que (fi)r>1 converge en p—medida.

(c) Sea f: X — R, f(n)=+/n (n € NN). Para qué valores de p > 1,
resulta f € LP(X, p) 7

18. Sean (X, 2, ) un espacio de medida finita y ¢ : X — IR~ una funcién
v—medible. Probar que:

(a) si ¢ es medible entonces estd definida [y ¢ In(p) dv,
(b) si ¢ pertenece a L?(X, dv) entonces ¢ In(yp) pertenece a L' (X, dv).
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Sean (X, F) espacio medible, 1 : F — IRso que satisface:

(a) ABeF N ANB=0 = u(AUB) = u(A)+ u(B)
(b) A, e F(nelN) A A, \\ 0 = lim, . u(A4,) =0.

Probar que p es una medida.

Sean St = {2z € C:|z| =1}, ¢ :[0,1) — S, o(t) = ™. En S! se
considera la o—4lgebra

A={ACS":p ' (A) es medible Lebesgue}
y la medida m sobre A definida por:
m(A) = ¢! (A)].

Dada f: S — IR, tal que f o ¢ es medible Lebesgue, probar que f

es A—medible y
1
/ fdm:/ foudt.
St 0



