ANALISIS REAL

Primer Cuatrimestre de 2003

PRACTICA 9: MEDIDAS CON SIGNO

1. Sean uy y po dos medidas sobre el espacio medible (X, Y), tal que por
lo menos una de ellas es finita. Si v(F) = u1(E) — p2(E) (E € %),
probar que v es una medida con signo.

2. Sea v una medida con signo. Probar:

(a) Si P es un conjunto positivo con respecto a v y A C P, entonces
A es un conjunto positivo con respecto a v.

(b) Si (P;)1<i<n son conjuntos positivos con respecto a v, entonces
Ui<i<n P también lo es.

3. Sea v una medida con signo sobre el espacio medible (X, ). Sean A
un conjunto positivo y B un conjunto negativo con respecto a v tales
que: X =AUBy AN B = ¢. Dado E € ¥, probar:

(a) vH(E)=v(ENA)=sup{v(H): HC E,H € ¥},
(b) —v (E)=v(ENB)=inf{v(H): HC E,H € X}.

4. Sean (X, X, 1) un espacio de medida, f tal que existe [y fduy v(E) =
Jg fdp (E € ). Probar que:

(a) v¥(E) = [p fTdp (E € %),
(b) v7(E) = Jp [7du (E € %).
5. (a) Sean Ay p medidas sobre (X, ) y A(X) < co. Probar:

(
(E

ALy & Vex>0,30=46)>0: p(F)<d = AF)<e

(b) Demostrar que la hipdtesis A(X) < oo es necesaria en (a). (Sug
Considerar £ la medida de Lebesgue en (0,1) y A(E) = [ % para
todo E' C (0, 1) medible Lebesgue.)



6. Sean (X, Y, ) un espacio de medida finita y f € L'(X, u). Sea X5 una
o—algebra de subconjuntos de X tal que ¥y C 3.

(a) Sipp(B) = [5 fdu (B € ,), entonces jiy define una medida con
signo sobre Xy, absolutamente continua con respecto a p. Deducir
que existe g >o—medible tal que:

/deu: /3ng (B € X,).

(b) Si X9 = {¢, B, B¢, X} para algin B € ¥;, determinar la funcién
g del inciso anterior.

7. Sea el espacio de medida (IR™, M, d) donde M es la o—algebra de con-
juntos medibles Lebesgue vy,

1, 0€ A,
“m:{o 0¢ A

(a) Probar que no existe f : IR" — IR medible tal que
&mzAﬂ@m (VA € M).

(b) Dada f : R" — IR medible, hallar todas las funciones medibles
g :IR" — IR tales que f = g a. e. con respecto a 0.

(c) Dada f:IR™ — IR medible, hallar [g. fdo.
8. Para cada medida finita v sobre (IR, B(IR)), se define f, : IR — IR por:
fo(x) = v((—o00,z)).
Probar:
(a) f, es monétona creciente, acotada, continua por izquierda y

lim f,(z) =0.

T——00

(b) f, es continua en xy < v({zo}) = 0.

(c) Sim es la medida de Lebesgue,

v<m < f,esuna funcion absolutamente continua.



9.

10.

11.

Sean p y v dos medidas sobre el espacio de medida (X, X). Si para todo
€ > 0, existen A, € ¥ y B, € ¥ tales que:

ANB.=¢, AdUB. =X, u(A) <e y v(B) <g¢
entonces existen A € X y B € X tales que:

ANB=¢, AUB=X, u(A)=0y v(B)=0.

Sean Y un conjunto no numerable y
F={ACY:A6Y\Aes alosumo numerable}.
Definimos a, A : F — R

| Card(A4) , siCard(A) <Ry B 0 , siCard(4) <N,
o(4) = { +oo , siCard(A4) >Ry A4) = +oo , siCard(A) > N,.

Probar que A < a y que no existe f medible tal que:

AMA) = /A fda , VYAeF.
Sean (), ) un espacio medible y v una medida con signo y finita
sobre (). Probar:

(a) existe g medible tal que v(E) = [ g d|v|, para todo E € Q;
(b) si g satisface (a), entonces |v|({y € YV : |g(y)| # 1}) = 0.



