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Primer parcial Análisis Real - Medida y probabilidad

1. Sea E ⊂ Rd medible que verifica:

|E ∩ I| = |E||I| ∀ I intervalo

(a) Probar que |E ∩ A| = |E||A|, para todo A medible.

(b) Calcular |E|

2. Sea rn = 1 − α1/(n2+n), con 0 < α < 1. Sean F0 = [0, 1], F1 =
F0 \ (1

2
− r1

2
, 1

2
+ r1

2
). Inductivamente, supongamos que

Fn = I1 ∪ I2 ∪ . . . ∪ I2n , con |Ij| = ln para todo j = 1, . . . , 2n

y definamos Fn+1 suprimiendo de cada Ij de Fn el intervalo abierto
concéntrico a Ij de longitud rn+1ln. Si F =

⋂
n≥1 Fn, probar que F es

medible y hallar su medida.

3. Decidir si la siguiente afirmación es verdadera o falsa:

Si (fn)n∈N es una sucesión de funciones medibles, integrables y no ne-
gativas tales que fn ⇒ f entonces f es integrable.

Dar una demostración si es verdadera o un contraejemplo si es falsa.

4. Sean (fn)n≥1 : Rp → R medibles y tales que fn(x) → f(x) para casi
todo x ∈ Rp. Supongamos que para cada ε > 0 existe un conjunto
medible Eε ⊂ Rp (que depende de ε pero no de n) tal que

∫

Rp\Eε

|fn| ≤ ε ∀n ∈ N

y existe una función g integrable tal que |fn(x)| ≤ g(x) para casi todo
x ∈ Eε. Probar que f es integrable y

∫
fn →

∫
f.

5. (a) Probar que si fn ≥ 0 y
∫

fn → 0 entonces fn
m−→ 0

(b) Encontrar un contraejemplo que muestre que la rećıproca no es
cierta.

(c) ¿Es cierta la parte a) si no se cumple la hipótesis fn ≥ 0?


