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1. Sean 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞ y sea 0 ≤ θ ≤ 1. Llamemos p al único número real tal
que 1

p
= θ

p1
+ 1−θ

p2
. Probar que, si f ∈ Lp1(R) ∩ Lp2(R), entonces f ∈ Lp(R) y

‖f‖p ≤ ‖f‖θ
p1
‖f‖1−θ

p2
.

2. Sea 0 < p < 1. Sea E ⊂ Rd de medida finita. Probar que exite una constante
ap > 0 tal que para cada función f ∈ L1(Rd), se verifica:(∫

E

Mf(x)pdx

) 1
p

≤ ap|E|
1−p

p ‖f‖1.

3. Sean f ∈ L∞(Rd) y K ∈ L1(Rd) tal que
∫

K = 1 . Probar que si x es un
punto de continuidad de f , entonces

Kε ∗ f(x) −−−→
ε→0+

f(x),

donde Kε(x) = ε−dK(x
ε
).

4. Sea (xk)k∈N ⊂ Rd, con xk 6= xj si k 6= j. Definimos la medida

δxk
(E) =

{
1 si xk ∈ E

0 si xk /∈ E.

Sea µ =
∑

k∈N δxk
. Probar que :

(a) µ es una medida en P(R).

(b) f ∈ L1(µ) si, y sólo si,
∑

k∈N|f(xk)| < ∞.

(c) En la situación del inciso (b),
∫

fdµ =
∑

k∈N f(xk).

5. Sea (X, Σ) un espacio de medida. Sean µ y ν dos medidas finitas en ese espacio.
Definamos, en el mismo espacio, una nueva medida dada por µ = µ + ν.

(a) Probar que existe una función f ∈ L1(µ) tal que ν(E) =
∫

E
fdµ y que

0 ≤ f(x) < 1 para µ-casi todo x.

(b) Deducir que
∫

gdν =
∫

gfdµ para toda g ≥ 0 medible.

(c) Si, además, ν(E) =
∫

E
hdµ para todo E ∈ Σ entonces h(x) =

f(x)

1− f(x)
para µ-casi todo x ∈ X.

Sugerencia: reescribir el item (b) como
∫

g(1 − f)dν =
∫

gfdµ y elegir
una g adecuada.


