ANALISIS REAL.

Primer Cuatrimestre de 2006

PRACTICA 3 : INTEGRAL DE LEBESGUE.

1. Sea (X,X,u) un espacio de medida. Sea f : E — R medible y no
negativa. Probar que si E/ € X entonces:

/fd,u—sup{/godu: 0<ep<f, wsimple}.
E E

2. Sea (R4, %, 1) un espacio de medida y sea f : R? — R integrable sobre
R?. Probar que si Q, = [-n,n]?, (n € N), entonces,

/ /] dpp —— 0.

n

3. (a) Sea f:[0,00) — Rintegrable (Lebesgue). Probar que existe (x,),>1
tal que
lim z, =00 y lim f(z,)=0.

n—oo n—0o0

(b) Mostrar que existe g integrable sobre [0, 00), continua y tal que para
una sucesion (z,),>1, se verifica que:

lim z, =00 y lim g(z,) = co.

n—oo n—oo

4. Sean f:R? — R medible, v € R y £ C R% medible.

(a) Si f > 0 entonces:
T+ v)dr = x)dx T +v)dr = x)dx.
Jrwsnie= [r@ar v [ gesoa= [ g

(Sug.: [, fdx = [, fxedz.)
(b) Si f es integrable sobre R? | valen para f las mismas afirmaciones.

5. Sea f : R? — R integrable. Probar que para todo a > 0 vale la igualdad:

/Rdf <§> dr = a° g f(z)dz.

6. Sea (X, 3, u) un espacio de medida completo. Sea F € Y ysea f: E — R
integrable. Probar que si | [, f du| = [, |f| du, entonces f > 0 a.e.
en £ 6 f<0ae enkFE.



7. Sea (X, %, u) un espacio de medida completo. Sea F € Y ysea f: E — R
medible. Si fA fdu = 0 para todo conjunto medible A C E, probar que
f=0ae. en FE.

8. Sea (X,3, ) un espacio de medida. Sea (fi)g>1 una sucesién de fun-
ciones medibles no negativas definidas sobre un conjunto £ € X. Si
limg .o fx(z) = f(z) paracadax € E y fi < f a.e., probar que

/fd,u: lim [ fidp.
E k—oco J

9. Mostrar que en el Lema de Fatou la desigualdad puede ser estricta.

10. Mostrar que en el Lema de Fatou, la hipdtesis que las funciones de la
sucesion son no negativas, es necesaria.

11. Sea (R% X, 1) un espacio de medida. Sea E € ¥ y sean (f,),>1 una
sucesién de funciones integrables sobre E y f integrable sobre E. Si
[ fn = fldi—n—co 0, entonces f,-f sobre E.

12. Sea (R% X, 1) un espacio de medida. Sea E € ¥ y sean (f,),>1 una
sucesién de funciones. Sea p > 0 tal que [, |f, — f|Pdz— . 0. Probar
que si [, |faPdp < M para todo n, entonces [, | f[Pdu < M.

13. Si f € L'(0,1), mostrar que 2" f(x) € L'(0,1), para cadan € Ny
1
/ 2" f(x)dr—p_ o0 0.
0

14. (a) Sea (X,%, ), sea E € ¥y sea (f,)n>1 una sucesiéon decreciente de
funciones medibles y no negativas sobre E con f; integrable en F.
Mostrar que:

/ lim f,dp = lim / frdp < 0.
Enﬂoo n—oo E

(b) Sea x € Ry mostrar que:

lim n(z"/" —1) = Inz,

considerando la funcién f,,(t) = t(/" =1 para 1 < t < z.

15. Sea g(x) = z*sin(1/2?), definida en (0,1) y f su derivada. Probar que
f es continua en (0, 1), existe lim,_q fel f(x)dz, pero f & L'(0,1). (Sug.:
|f(z)| > (2/x)| cos(1/x?)| — 22 > 1/2x para x tal que [(2n+1/3)7]71/2 <
r <[(2n—1/3)r]"Y2 n € N).



16.

17.

18.

19.

20.

Sea (X, X, 1) un espacio de medida, sea E' € ¥ y sea (f,,)n>1 una sucesion
de funciones integrables sobre E. Probar que si

Z/ | fuldp < oo,
n=1 E

entonces Y >~ fn(x) converge absolutamente en casi todo punto de E'y

/ (2 fn> i — i [ fud

Sean f,: (0,1) — R; f,,(z) = nz"! — (n + 1)z". Probar que:

/ an )z # Z
(0,1) (© 1)
Verificar que:

S /(01) fulw)ldz = oo.

n=1

Sean £ C R? medible y f : R? — R medible. Para cada n € N,
consideramos E,, = {x € E : |f(x)| > n}. Entonces:

(a) f integrable sobre E = > - |F,| < .

(b) Si E es de medida finita,

Z |E,| < oo = f integrable sobre E.

n>1

Sea (X,X,n) un espacio de medida y sea £ € ¥. Sean (f,),>1 una

sucesién de funciones integrables sobre E y f medible tales que f, - f
sobre E. Si existe g integrable sobre E tal que |f,| < g sobre E, entonces

[ es integrable y [, |f, — fldu—n—o 0.
Sea f:[0,1] x [0,1] — R tal que:
(a) para todo x € [0, 1], la funcién y — f(z,y) es integrable sobre [0, 1]
y
(b) gi(x y) es una funcién de (x,y) acotada.

Probar:
(a) para todo z € [0,1], la funcién y — —(:v y) es medible y

b dz fo Y dy— 0 a;,;(x y)dy



21. Sea E C R? medible. Sean f,, f : E — [0, 1] medibles y tales que f,— f.
Dada ¢ : [0, 1] — R continua, probar:

(a) o(fa)= o(f),
(b) si |E| < oo, entonces ¢(f,) — ¢(f) en LY(E).

22. Sea g : [0,1] — R medible, g(x) > 0 para casi todo = € [0, 1] e integrable
sobre [0, 1]. Probar que si existe « € R tal que para todo n € N, vale la

igualdad:
1
/ g(x)"dr = «,
0

entonces g = yg a. e. para algin conjunto E C [0, 1] medible.

23. Sean (X, X, ) un espacio de medida y (f,,),>1 una sucesién de funciones
medibles.

a) Si [y ‘]c'f‘"ﬂdu — 0, probar que f, % 0.

(b) Si u(X) < o0y fu -0, probar que Ix “Jfrﬂdu—%).

24. Sean X = N, ¥ = P(N) y pu(A) = #(A) (cardinal de A). Probar que
f e LYN,pu) si y sélo si 3 [f(n)] < ooy, en este caso [ fdu =
2 nr f(0).

1
25. Sean X = Ny p la medida sobre N tal que: pu(E) = Z —-
n

n:ner

(a) Probar que p es una medida finita.
(b) Para cada k € N, definimos f;, : X — R,

wo={ g I

Probar que (fi)r>1 converge en p—medida.

(c) Sea f: X — R, f(n) =+/n (n €N). jPara qué valores de p > 1,
resulta f € LP(X, pu) ?

26. Sean (X, Q,v) un espacio de medida finita y ¢ : X — R una funcién
v—medible. Probar que:

(a) si ¢ es medible entonces estd definida [, ¢ In(y) dv,
(b) si ¢ pertenece a L?(X, dv) entonces ¢ In(p) pertenece a L'(X, dv).



