ANALISIS REAL.

Primer Cuatrimestre de 2006

PRACTICA 4 : TEOREMA DE FUBINI.

1. (a) Sea F C R? medible tal que para casi todo z € R, E, = {y € R :
(x,y) € E} tiene medida nula. Probar que E tiene medida nula y
que para casi todoy € R, E, = {z € R: (z,y) € E} tiene medida
nula.

(b) Sea f(z,y) una funcién medible y no negativa definida sobre R?.
Supongamos que para casi todo x € R, f(z,y) es finita para casi
todo y. Probar que para casi todo y € R, f(x,y) es finita para casi
todo .

2. Sean [ y g funciones medibles definidas sobre R™ y R™ respectivamente.
Probar que h(z,y) = f(z)g(y) definida sobre R"*™ es medible. Deducir
que si £ C R"y Fy C R™ son conjuntos medibles, entonces su producto
cartesiano Ey X Ey = {(x,y) : * € E1 Ay € Fy} es medible en R"™™ y
|y X Es| = [Er ]| Esl.

3. Sea f : (0,1) — R medible. Si h : (0,1) x
h(z,y) = f(z) — f(y) es integrable sobre (0,
integrable sobre (0, 1).

(0,1) — R, definida por
1) x (0,1), entonces f es

4. Sean I =[0,1] y E C I x I tales que:
|Eele = [\ Eyle =0, V(z,y) € I x 1.
Probar que E no es medible.

5. Usar el Teorema de Fubini para probar la igualdad:
/ e dy = Nz
R

6. Sea E C R? un conjunto medible y sea f : E — R una funcién medible
y no negativa. Definimos

Op(f)={(x,t) e ExR:0<t< f(x)}.

(a) Si f es una funcién simple entonces Og(f) es un conjunto medible
en R4FL,

(b) Si f, : E — R es una sucesién creciente de funciones medibles y no
negativas que convergen a f entonces Og(f,) /" Og(f), es decir,

Op(fa) C Op(fat1) y JOs(£.) = On(f).



10.

(¢) Deducir que Og(f) es medible.
(d) Probar que [, f(z)dz = |Op(f)|.

Sean (X1,%1) v (X2, ¥s) dos espacios medibles. Para i = 1,2 sea
P Xy x Xy — X; la proyeccién sobre X; dada por P;(xy,x9) = ;.
(a) Probar que si E; € ¥; entonces P, '(E;) € ¥ @ %s.

(b) Probar que si ¥ es una o-dlgebra en X x Y tal que P (E) € &
para todo £ € ¥ y P, '(E) € ¥ para todo E € ¥, entonces
Y1 ® X, C X

Notemos con By la o-algebra de borel en R y con B2 la o-dlgebra de
borel en R?. Probar que Bg: = Br @ Br.

Sea (X,X, ) un espacio de medida, sea F € ¥ y sea f una funcién
medible y no negativa definida en F.

Probar que el conjunto
Op(f)={(x,t) e ExR:2x € E,0<t< f(x)},

es medible en ¥ ® B. Si m denota la medida de Lebesgue en R probar
que (11 x m)(Og(/)) = [, f dp.

Sea (X,X, ) un espacio de medida, sea F € ¥ y sea f una funcién
medible y no negativa definida sobre F. Para cada a > 0, se define

we) =p(zr e E: f(z)>a}).

La funcién w se llama distribucién de f sobre E. Probar:

(a) w: (0,00) — R es una funcién decreciente.
(b

)
)
(¢) wla=) = p({z € E: f(x) > a}).
) w
) P

E

(a+) = w(a), es decir, w es continua a derecha.

(d) weontinnaena=p({x e E: f(x) >a})=p({z e E: f(z) > a}).

(e) Para cada « € (0, 00), probar que:
{z:(x,0) € Op(f)} ={z € E: f(zx) > a}l.

f) Probar que: (Sug.: Usar el ejercicio 9 y el
el 0
Teorema de Tonelh)

(g) Para cada p:0 < p < oo, probar que:

/Efpd:c = p/ooo o’ lw(a)da.
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Dada f : [0,00) — R medible tal que para algin a € (0,1), vale la
desigualdad |f(t)| < t*/(1+t) para todo t > 0, consideramos la funci’on
G : Rsp X R>g — R, definida por G(z,t) = e~ f(t). Demostrar:

(a) G es medible.

(b) G e L1<RZO X Rzo).
Definimos k : R? — R, k(z,y) = z.y. Probar que si £ C R es medible

entonces k~!(E) es medible. Deducir que si f : R — R es medible,
entonces h(z,y) = f(z.y) es medible.

Sean A, B C R conjuntos medibles. Probar que la funcién h(x) = |(A —
x) N Bl es medible y [ h(x)dx = |A]|B.

Probar el Teorema de Fubini para funciones a valores complejos.
Sea f € L*(R?).

(a) Probar que para cada & € R%, la funcién e 2m<6*> f(z)
(donde < &,z >= Zle &;iz;,) es medible e integrable.
Se define la Transformada de Fourier de f como:

fo = [ et padn, (e,

(b) Probar:

i. f es acotada y uniformemente continua.
i. f(€) —¢j—o00 0, (Lema de Riemman-Lebesgue).
iii. Si f(x) = fi(z1)... fa(zq), donde cada f;, € L'(R), 1 <k < d,
entonces f(€) = f1(&1) ... fal€a).
iv. Si g € L'(R?), entonces (f * g)" = fa.



