ANALISIS REAL.

Primer Cuatrimestre de 2006

PRACTICA 5 : ESPACIOS L”.

1. Sea (X, ¥, u) un espacio de medida y sea E' € ¥ un conjunto de medida
finita. Sean p1,ps € R tales que 1 < p; < py < 00.

(a) Probar que LP2(E,du) C LP(E, du).

(b) Mostrar que p(E) < 0o es una condicién necesaria para la inclusién.

2. Sean (X, 3, 1) un espacio de medida, F € ¥y 1 <r <p < s < o00. Si
f e L'(E, du) N L*(E, du), entonces |[f|[5 < [If[7 + [ 1]

3. Sea (X, 3, 1) un espacio de medida. Probar que:

(a) Si f —n—0o f en LP(E du) , para algin p: 1 < p < 0o, entonces
fn = f sobre E.

(b) Supongamos que fn_>n—>oof cn LP(E, d:u) Y 9n—"n—o0g €11 Lq(E7 dlu)
Sil/p+1/q =1, entonces fngn—n—oofg en L'(E, dpu).

(¢) Siu(E) <00y fo——nooof en L®(E, du), entonces f,—, o f €n
LP(E), para todo p > 1.

4. Sea Dadas las funciones f, : [0,1] — R,

e, 0<z<1/n

0, en otro caso,

probar que f,—p—o00 a.e. ¥ frn——n—sc0, pero f, no converge en L?([0, 1])
parap:1 <p < oo.

5. Sea (X, X, u) un espacio de medida y sea E € ¥. Sean (fn)n>1 v f en
LP(E,du), para p: 1 < p < oo. Probar:

(@) |lfo = fllzeBay——n—=00 = || fallzr(B.dap)——n—ooll [l Lr(B.dp)-

(b) Si fu(x)—n—c f(x) a.e. sobre E, entonces:

||fn||L1’(E',d,u)—)n—>oo||f||LP(E',d,u) = ||fn - f”LP(E',dp)—)n—woO-

(Sug.: Aplicar el Lema de Fatou a la sucesién: g,(x) = 2P71(| fu(x) [P+
[f(@)P) = [fu(z) = f2)P)



10.

11.

12.

13.

Sea k : R™? — R medible tal que existe ¢ > 0 que verifica:

sup/|k(x,y)|dy <c sup/]k‘ z,y)|de < c.

z€R4 yeRd

Probar que si 1 < p < oo, entonces K : LP(RY) — LP(R?) dada por

K(f)(x) = / ke, ) f(y)dy

esta bien definida y es uniformemente continua.

Para 1 <p < ooy 0 < |E| < oo, definimos:
1/p
wif= (o [1er)
Probar:

(a) p1 <p2 = Ny [f] < Nplf].

(b) Nplf +g] < Np[f]+ Ny[gl.

(c) |E\ fE |f9l < Np[fINylgl, 1/p+1/p" = 1.
(d) limp—oo Np[f] = [|f]]o0-

Sea (X, 3, u) un espacio de medida. Sea 1 < p < co. Si f,—n—oof €n
LP(dp), gn(r)—n—oog(z) para casi todo = y, ademas, ||gn|| Lo < M,
para todo n € N, probar que f,g,—n—o0ofg en LP(dpu).

Muestre que cuando 0 < p < 1, los entornos {f € LP(0,1) : || f]|, < e} de
0, no son convexos.

Sea (X, X, 1) un espacio de medida. Sea f una funcién medible tal que
para todo a > 0,

w(a) = p({zr € X :[f(z)| > a}) <c(l+a)™.
Probar que f € L"(u), si 0 <r < p.
Sea £ =[0,1/2]. Probar:

(a) f(z) =27 /P(lna=!)"%P ¢ LP(E), (1 < p < o), pero f & L7(E) si
r>p.

(b) g(x) =Inz~! € LP(E) para todo p: 1 < p < oo, pero g & L>(E).

Sea E = [0,00). Probar que f(z) = 27Y2(1 + |Inz|)~! € L*(E) pero
f & LP(F) para ningtin p: 1 <p < o0,y p # 2.

Dada f € LP(R%),1 < p < oo, probar que:
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@ ([ 10+ spa) e 21,

w ([ e-n+s@pe)” o,

14. (a) Dadas funciones f € LP(RY) y g € L” (R%) donde 1/p + 1/p' = 1,
probar que la convolucién fx*g(x) existe y es finita para todo x € R%.
Ademas define una funcién acotada y uniformemente continua.

(b) Dado E C R? tal que 0 < |E| < oo, probar que:
E—-E={zx—y:xz,ye L}
contiene un conjunto abierto no vacio. (Sug.: considerar xg * x_g.)
15. Dada f : R — R integrable, para cada h > 0 sea
1 t+h/2
o =y [t
t—h/2
Si f € LP, probar que:

a) [lfulloe < RHPIIS1,.

b) fu € Ly |[fully < NI fllp-
¢) Paracadar >p > 1, || full, < AY"7VP| £,
)

d ||fh_f||p —h—0 0
16. Sean 1 <p <oo, 1/p+1/p =1y f € LP(R?). Probar:

(@) [Ifll,= SUP|jg]l =1 | Joa f(x)g(2)dz].

(b) Si (fx)k>1 es una sucesién de funciones de LP tal que para toda

~ —~ T

g € L” resulta: lim frgdx = fgdx, entonces:
k—o0 Rd Rd

|1l < tign n [ fel,



