ANALISTIS REAL.

Primer Cuatrimestre de 2006

PRACTICA 6 : MEDIDA EN ESPACIOS ABSTRACTOS.

D

. Sean p; y pe dos medidas sobre el espacio medible (X, Y), tal que por lo menos

una de ellas es finita. Si v(F) = pui1(E) — pe(E) (E € X), probar que v es una
medida con signo.

. Sea v una medida con signo. Probar:

(a) Si P es un conjunto positivo con respecto a v y A C P, entonces A es un
conjunto positivo con respecto a v.

(b) Si (P;)1<i<n son conjuntos positivos con respecto a v, entonces U <;<,, P; también
lo es.

Sea v una medida con signo sobre el espacio medible (X, ). Sean A un conjunto
positivo y B un conjunto negativo con respecto a v tales que: X = AUB y
AN B = ¢. Dado E € ¥, probar:

(a) vT(E)=v(ENA)=sup{v(H): HC E,H € ¥},
(b) —v=(E)=v(ENB)=inf{v(H): HC E,H € ¥}.

Sean (X, X, 1) un espacio de medida, f tal que existe [, fduy v(E) = [, fdu
(E € ¥). Probar que:

(a) v*(E) = [, fTdp (E € %),
(1) v(E) = [, fdp (B € ).
(a) Sean A\ y p medidas sobre (X, ¥) y A(X) < oo. Probar:
ALy & Ye>0,30=0(e)>0: pu(F)<d = ANFE)<e.

(b) Demostrar que la hipdtesis A(X) < oo es necesaria en (a). (Sug. Considerar p
la medida de Lebesgue en (0,1) y M(E) = [, % para todo E C (0, 1) medible
Lebesgue.)

Sean (X, X, 1) un espacio de medida finitay f € L'(X, u). Sea ¥y una o—4algebra
de subconjuntos de X tal que >y C ¥;.

(a) Sipug(B) = [z fdu (B € %), entonces piy define una medida con signo sobre
Yo, absolutamente continua con respecto a p. Deducir que existe g ¥o—medible

tal que:
/fdﬂz/gdu (B € X).
B B



(b) Si X9 = {¢, B, B, X} para algin B € ¥, determinar la funcién g del inciso
anterior.

7. Sea el espacio de medida (R™, M, §) donde M es la o —élgebra de conjuntos medibles

Lebesgue v,
1, 0€ A,
o) = { 0, 0¢A.

(a) Probar que no existe f : R” — R medible tal que

I(A) = /Af(z)dm (VA e M).

. Encierra esto alguna contradiccién?

(b) Dada f : R™ — R medible, hallar todas las funciones medibles g : R — R
tales que f = g a. e. con respecto a .

(c) Dada f:R" — R medible, hallar [, fdé.

8. Sean p y v dos medidas sobre el espacio de medida (X,3). Si para todo € > 0,
existen A, € Xy B, € X tales que:

ANB.=¢, AAUB. =X, u(A) <e y v(Be) < ¢
entonces existen A € ¥ y B € ¥ tales que:

ANB=¢, AUB=X, y(A)=0 y v(B)=0.

9. Para cada medida de Borel finita v sobre R, se define f, : R — R por:

fo(z) = v((—o0,2)).
Probar:

(a) f, es mondtona creciente, acotada, continua por izquierda y

lim f,(z)=0.

(b) f, es continua en xy < v({zg}) = 0.
(c) Si L es la medida de Lebesgue,

v L < f,esuna funciéon absolutamente continua.

10. Sea p la medida de contar en R y sea m la medida de Lebesgue. Probar que m < p
pero no existe f tal que

m(E) — [E Fdp.

. Por qué esto no contradice el Teorema de Radon Nikodym?
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11. Sean (X,¥) un espacio de medida, p una medida finita y v una medida signada
definidas en ¥, tales que v < p.

(a) Probar que existe una funcién g € L'(y) tal que
/fdy = /fgdu vV f medible .

(b) Probar que {r € X : g(z) > 0} y {z € X : g(z) < 0} son respectivamente un
conjunto positivo y uno negativo para v.

12. Sea (X, 3) un espacio de medida. Sean p y v dos medidas finitas en ese espacio.
Definamos, en el mismo espacio, una nueva medida dada por 7 = p + v.

(a) Probar que existe una funcién f € L'(z) tal que v(E) = [ fdi y que 0 <
f(z) < 1 para u-casi todo .

(b) Deducir que [ gdv = [ gfdp para toda g > 0 medible.

/()

(c) Si, ademds, v(E) = [, hdu para todo E € X entonces h(x) = =)
— flx

para

p-casi todo x € X.

Sugerencia: reescribir el item (b) como [g(1— f)dv = [ gfdu y elegir una g
adecuada.



