ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2006

PRACTICA 6: DIFERENCIACION

Ejercicio 1. Sea L}OC(R") el conjunto formado por aquellas funciones medibles que son

integrables sobre todo compacto K C R”. Probar que
(a) Si f € LP(R"),1 < p < oo, entonces f € L} (R™).

loc

b) Si f € L (R™) entonces f* es semicontinua inferiormente.
loc

Ejercicio 2. Definimos, para f € L], (R™)

1
f*(z) = sup ——
( ) r>0 \B(a:,r)] B(z,r)

/]

Probar que existen constantes C7,Cs > 0 que dependen sélo de la dimensién, tales que
C1f* (@) < () < Caf " (2)

es decir, f* y f* son funciones equivalentes.

Ejercicio 3. Sea f € Li (R") que satisface |{z € R" : f(x) # 0}| > 0. Probar que existe

loc
c> 0 tal que f*(z) > ||| ™™ para ||z|| > 1. Deducir que f* ¢ L'(R"™), salvo que f = 0 en
casi todo punto.

Ejercicio 4. Sea f € LP(R").

(a) Probar que si 1 < p < o0, existe ¢ > 0 que no depende de f tal que para todo a > 0

R": f* << dz.
emr@eass [

(b) Probar que si 1 < p < oo, entonces f* € LP(R"). Ademas existe ¢, > 0 que no
depende de f tal que |[f*||, < cpllf]lp-

Ejercicio 5. Sea S = {S; : ¢ € I} una familia de conjuntos medibles. Decimos que S se
contrae reqularmente a x si verifica

(i) Para todo € > 0 existe S; € S con diam S; < ¢.

(ii) Existe una constante k > 0 tal que para todo S; € S, si Q; es el cubo mas pequeno
con centro en = que contiene a S;, entonces |Q;| < k[S;|.

Notar que los conjuntos .5; no necesitan contener a x.

(a) Probar que {B(x,r)},>0 se contrae regularmente a x



(b) Probar que si f € L}, (R"), entonces en todo punto de Lebesgue de f

1
= [ 16w~ F@ldy =0
5] Js
para toda familia S que se contrae regularmente a x.

Ejercicio 6. Sea ¢ : R” — R medible y acotada tal que sop (¢) C {z : ||z|]| < 1} y
Jgn ¢dz = 1. Para cada € > 0, sea ¢.(z) = ¢ "¢(z/e). Probar que para toda f € L'(R")

lim (f + 62)(x) = f(x),
si z es un punto de Lebesgue de f.

Ejercicio 7. Hallar f : [0,1] — R creciente, continua y tal que
1
| r@ae < 50) - 1),

Ejercicio 8. Sea f : [a,b] — R integrable y F(xz) = [* f(t)dt. Probar que
(a) F es absolutamente continua.

(b) F es derivable en casi todo punto y F'(z) = f(x).

Ejercicio 9. Sea ¢ : [a,b] — R estrictamente creciente y absolutamente continua con
g(a) =cy g(b) =d.

(a) Si G C ¢, d] es abierto, entonces |G| = fg*l(G) g (z)dx.

(b) Sea H = {x : ¢'(x) #0}. Si E C [c,d] y |E| = 0 entonces g~ }(E) N H tiene medida

nula.

(c) Si E C [c,d] es medible, entonces F = ¢~ '(E) N H es medible y |E| = [,¢' =
Iy xe(g(@))g (@)da.

(d) Si f es medible y no negativa sobre [c, d], entonces (f o g)g’ es medible sobre [a, b] y
S Fwdy = [ Flg(@)g (x)da.

Ejercicio 10. Sean F : [a,b] — R, absolutamente continua en [a, b], g integrable sobre [a, b]
y

Probar que

b b
/ Fla)g(x)dz = F(O)G(b) — F(a)Gla) — / Glx)F (2)dz.



Ejercicio 11. Probar que si f es de variacién acotada en [a, b], entonces f se puede escribir
como f = g+ h donde g es absolutamente continua en [a,b] y h es singular en [a, b].
Probar, ademas, que ¢ y h son unicas salvo constantes aditivas.

Ejercicio 12. Sea P : R — R definida por

1 1
Plx)=———
(z) w1+ 22
Notar que P € L'(R)NL>®(R), [ P =1y P > 0. Parae > 0 definimos P.(z) = 1 P(%). La
funcién P: se llama el nicleo de Poisson y la convolucién f. = f x P.. se llama la integral
de Poisson de f.

Definimos F : R x Ryg — R por F(z,y) = fy(z).

(a) Notar que Py(x) = P(x,y) es armonica en el semiplano superior, es decir, satisface
la ecuacién de Laplace

PPx) PR
Ox? Oy?
siy > 0.
b) Probar que si f € LP, 1 < p < oo, entonces
( q ,1<p ,

0*’F  O°F oo ?Py(x —t)  0*Py(z —1t)
g = [0 (P

0*F

. 2 . , . .
Concluir que %TI; + 57 = 0 para y > 0, es decir, F' es arménica en el semiplano

superior.

(c) Probar que si f es integrable en R entonces lim F(x,y) = f(x) si f es continua en
y—0

x.
Entonces, F resuelve el problema de Dirichlet para el semiplano superior, es decir, si f es

continua e integrable en R entonces F'(z,y) define una funcién arménica en el semiplano
superior y que cumple 11’m+F(gn7 y) = f(z).
y—0

Ejercicio 13. Sea K : R — R definida por

K(z) = \/L%e_m2

Notar que K € L*(R)NL*®(R), [ K =1y K > 0. Para ¢ > 0 definimos K.(z) = 1K (%),

y haciendo € = v/¢, t > 0, obtenemos el nicleo de Gauss- Weierstrass

—x2/t

W(zx,t) = e

1~
~

Definimos F': R x Ryg — R por

F(z,t) = / F@W(z — g, t)dy = —— / Fly)e= @V tay



(a) Notar que W (z,t) satisface la ecuacion del calor

oW _ 0w
or2 Ot

Probar que si f € LP(R™) entonces F' también es solucién de la ecuacién del calor.

(b) Probar que si f es integrable en R entonces h’m+F(x,t) = f(t) si f es continua en
t—0
z.

Ejercicio 14. (Teorema de interpolacion de Marcinkiewicz) Sean 1 <p < g < ooy sea T
un operadr subaditivo definido en LP(R™)+ L9(R™) con valores en el conjunto de funciones
medibles de R™. Supongamos que T es de tipo débil (p,p) y de tipo débil (q,q). Probar
que T es de tipo fuerte (r,r) para todo r tal que p < r < q.



