ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2007

PRACTICA 1: MEDIDA DE LEBESGUE - EJERCICIOS ADICIONALES

Ejercicio 1. Un intento previo al de Lebesgue, de definir la medida de un conjunto, es la
“medida” o contenido de Peano-Jordan (estrechamente ligado a la integral de Riemann).
Si A ¢ RY es un conjunto acotado, definimos su contenido interior (de Peano-Jordan)
por:

Ci(A) =sup{|E|: E C A, E es elemental}

y su contenido exterior por:
Ce(A) =inf{|E|: E D A, E es elemental }

Finalmente decimos que E es medible en el sentido de Peano-Jordan si J.(A) = J;(A) y
en este caso definimos su contenido de Peano-Jordan C'(A) como su valor comun.
Resulta instructivo comparar ambos conceptos:

i) Probar que A C RY es medible en el sentido de Peano-Jordan si y sélo si 0A tiene
contenido cero.

ii) Probar que si I C R es un intervalo que contiene a A, entonces A es medible en el
sentido de Peano-Jordan si y sélo si x4 es integrable segiin Riemann en I, y en este
€aso:

C(A) = /[ ya() dz (R)

iii) Probar que si A es un conjunto cerrado, entonces A tiene contenido cero si y sélo si
0A tiene medida nula en el sentido de Lebesgue. Mostrar que esto no es cierto en
general si A no es cerrado.

iv) Probar que cualquier conjunto medible en el sentido de Peano-Jordan lo es en el de
Lebesgue, y que C(A) coincide con su medida de Lebesgue.

v) Mostrar que el contenido de Peano-Jordan es finitamente aditivo, pero no o-aditivo.
Mostrar que los conjuntos medibles en el sentido de Peano-Jordan no forman una
o-algebra.

Nota: La teoria de la medida de Peano-Jordan (y su aplicacién a la integral de Riemann)
esta desarrollada por ejemplo en el libro de R. Courant y F. John “Introduccién al calculo
y al analisis matematico”, volumen 2.



