ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2007

PRACTICA 0: CONJUNTOS Y REPASO DE LA INTEGRAL DE RIEMANN

Ejercicio 1. Sean (X;)icr y (Yi)jes dos familias de conjuntos. Probar que

(a) (ﬂ Xz‘) U ( Yj) (X;UYj)
iel jeJ (4,5)eIxJ

(b) (UXz>ﬂ UYJ) (XiNY;)
(4,5)EIXJ

(d) (UXz'>>< Uvil= U &ixvy
icl

jeJ (i) EIxJ
(e) SiI=JyVié€lsetiene Y; C X;, entonces

i€l i€l i€l i€l

()< (ux)» (0) < ()

(g) Para cada conjunto F' se tiene:

F-Uxi=(F-X)y F-(Xi=JF - X))

iel il el i€l

(c) (ﬂX) X ( Yj) (X; X Yj)
iel jeJ (i,5)eIxJ

Ejercicio 2.

(a) Sean A, , n,k € N, conjuntos. Probar que

U (M Awe s () U Anr

keNneN neN keN

(b) Encontrar conjuntos A, i, n,k € N, tales que

U N Aws# () U Aus

keNneN neN keEN



Ejercicio 3. Sean (J));er v (X;)ier dos familias de conjuntos tales que |J J; = I. Probar
leL
que

o yr-y(Ux)

el leL \ieJg

i€l leL \ieJg,

(b) ﬂXi:m (ﬂ Xz‘)

Ejercicio 4. Si Ax B = (A1 XBl)U(AQ XBQ) con (A1 XBl)ﬂ(AQ XBQ) =0, A1xB1 #9
y As X Bo # @& entonces

04 =A; = Ay y Eg::lglLJlgg)(S(/1::141LJ14257131:= By 2213)

Ejercicio 5. Sean f: E— F, ACE, BCE, CCF, DCF. Probar que

)
)
)
d) Si f es inyectiva, entonces f(AN B) = f(A) N f(B)
) AC fHf(A) y f(f7H(D) €D

)

)

)

Ejercicio 6. Sea f : E — F una funciéon. Sean (X;)icr v (Yj)jes dos familias de
subconjuntos de E y F' respectivamente. Probar que
(&) fF(UX:) = USf(X)
iel icl
(b) f(NXi) € Nf(X)
el iel
(c) Si f es inyectiva, entonces f((X;) = () f(X;)
il iel

(@) F7HNY) = NFHY)

JjeJ JjeJ
(@ YUY = Ui
jeJ jeJ



Ejercicio 7. Dada una sucesién (E,),en de subconjuntos de E, se define:

liminf E,, = U ﬂ Ej (limite inferior)

n—00
neNk>n

limsup E,, = ﬂ U Ej)  (limite superior)

n=eo neN k>n

Probar que

(a) E —liminf E,, = limsup (E — E,,)

n—0o0 n— o0
(b) E —limsup E,, = liminf (F — E,,)
n—00 n—oo

(¢) liminf E,, C limsup E,

n—oo n—o0

Si liminf F,, = limsup F,,, entonces se dice que existe el limite de la sucesién (En)nen v a
n—oo n—00

este conjunto se lo denota por lim F,,. Probar que
n—oo

(d) Si Eny1 € E, Vn €N, entonces lim E, = () E,
n—oo neN

() SSE,CEpt1VneN limE,= | E,
n—oo neN

(f) Dada una sucesién (E,),en de subconjuntos de un conjunto E se define

Dy=9o
Dpi1=D,ANE, YVneN

Probar que existe lim D, siy sélo si lim E,, = &.
n—oo n—oo

Ejercicio 8. Sea X un conjunto. Para cada subconjunto A C X se define x4 : X — {0,1}
por

{1 rze A

xa(@) = 0 z¢ A

(a) ACB < xa(z) <xplx)VzeX

(b) xanp(®) = xa(r).xB(r) VZEX

(C) XAUB(x) = XA(33) + XB(iU) - XAmB(x) VereX

Ejercicio 9. Sea (E),)nen una sucesién de subconjuntos de X y f: X — Y una funcién.
Probar que

(a) f(hnnigf E,) Climinf f(E,)

n—oo

(b) f(limsup E;) C limsup f(£y)

n—oo n—o0o



() f(iminf B,) C limsup f(E,)

(d) Si f es inyectiva, en (a) y (b) vale la igualdad.

Ejercicio 10. Sea E un conjuntoy f : P(E) — P(E) tal que A C B = f(A) C f(B).
Sean R={ZCE: f(Z)yCZ}yS={ZCE: f(Z) 2 Z}. Sean también

v=z y w=_Jz
Z€ER Zes
Probar que
(@) f(V)=VyfW)=W.
(b) Si A C E es tal que f(A) = A, entonces VC A C W.
Ejercicio 11. Repaso de la integral de Riemann Sea f : [a,b] — R una funcién

acotada. Para cada particién 7 :a =29 < 1 < 23 < ... < x,, = b de [a, b] consideramos
las sumas inferior y superior de Riemann, definidas respectivamente por:

n—1 n—1
se(f) =Y milwi1 —x:) Se(f) =Y Mi(wip1 — ;)
=0 =0

donde

m; = inf f(z) M;= sup f(x)

xe[xirx’HJ] xe[l‘i,xiJrl]

Consideramos los ntimeros:

I = sup{sx(f) : m particién de [a,b]} (integral inferior)

S = inf{S:(f) : m particién de [a,b]} (integral superior)

Finalmente, decimos que f es integrable Riemann en [a,b] si I = S, y en ese caso definimos

b
/ f(x) dx (segin Riemann) =1 =S
a
Probar las siguientes afirmaciones:

i) Una funcién es integrable Riemann en [a,b] si y sélo si para cada € > 0 es posible
encontrar una particién = de [a, b] tal que S(m, ) —s(m, f) = Z?:_ol wi(Tit1—x;) <€,

siendo w; = M; — m; la oscilacién de f en el intervalo [z;, zjt1].
ii) Toda funcién mondtona es integrable Riemann.
iii) Toda funcién continua en [a, b] es integrable Riemann.

iv) xq (funcién de Dirichlet) no es integrable Riemann.



v) Si fn : [a,b] — R es una sucesién de funciones integrables Riemann en [a,b] y
fn(xz) — f(z) uniformenete para z € [a,b], entonces f es integrable Riemann en
[a,b], y se verifica que:

b b

i [ fula) do () = [ fla) do (R)

n—-+o0o a a

vi) Dar un ejemplo de una sucesién de funciones f,(z) integrables Riemann en [a,b]
tales que f, esté uniformemente acotada en [a,b] y converja puntualmente en [a, b]
a una funcién f que no sea integrable Riemann en [a, b].



