
Análisis Real Segundo Cuatrimestre de 2008

Práctica 0: Conjuntos y repaso de la integral de Riemann

Ejercicio 1. Dada una sucesión (En)n∈N de subconjuntos de E, se define:

ĺım inf
n→∞

En =
⋃
n∈N

⋂
k≥n

Ek (ĺımite inferior)

ĺım sup
n→∞

En =
⋂
n∈N

⋃
k≥n

Ek (ĺımite superior)

Probar que

(a) E − ĺım inf
n→∞

En = ĺım sup
n→∞

(E − En)

(b) E − ĺım sup
n→∞

En = ĺım inf
n→∞

(E − En)

(c) ĺım inf
n→∞

En ⊆ ĺım sup
n→∞

En

Si ĺım inf
n→∞

En = ĺım sup
n→∞

En, entonces se dice que existe el ĺımite de la sucesión (En)n∈N y a

este conjunto se lo denota por ĺım
n→∞

En. Probar que

(d) Si En+1 ⊆ En ∀n ∈ N, entonces ĺım
n→∞

En =
⋂

n∈N
En

(e) Si En ⊆ En+1 ∀n ∈ N ĺım
n→∞

En =
⋃

n∈N
En

(f) Dada una sucesión (En)n∈N de subconjuntos de un conjunto E se define{
D0 = ∅
Dn+1 = Dn 4 En ∀ n ∈ N

Probar que existe ĺım
n→∞

Dn si y sólo si ĺım
n→∞

En = ∅.

Ejercicio 2. Sea X un conjunto. Para cada subconjunto A ⊆ X se define χA : X → {0, 1}
por

χA(x) =
{

1 x ∈ A
0 x /∈ A

(a) A ⊆ B ⇔ χA(x) ≤ χB(x) ∀ x ∈ X

(b) χA∩B(x) = χA(x).χB(x) ∀ x ∈ X

(c) χA∪B(x) = χA(x) + χB(x)− χA∩B(x) ∀ x ∈ X

Ejercicio 3. Sea (En)n∈N una sucesión de subconjuntos de X y f : X → Y una función.
Probar que
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(a) f(ĺım inf
n→∞

En) ⊆ ĺım inf
n→∞

f(En)

(b) f(ĺım sup
n→∞

En) ⊆ ĺım sup
n→∞

f(En)

(c) f(ĺım inf
n→∞

En) ⊆ ĺım sup
n→∞

f(En)

(d) Si f es inyectiva, en (a) y (b) vale la igualdad.

Ejercicio 4. Repaso de la integral de Riemann Sea f : [a, b] → R una función
acotada. Para cada partición π : a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b de [a, b] consideramos
las sumas inferior y superior de Riemann, definidas respectivamente por:

sπ(f) =
n−1∑
i=0

mi(xi+1 − xi) Sπ(f) =
n−1∑
i=0

Mi(xi+1 − xi)

donde

mi = ı́nf
x∈[xi,xi+1]

f(x) Mi = sup
x∈[xi,xi+1]

f(x)

Consideramos los números:

I = sup{sπ(f) : π partición de [a, b]} (integral inferior)

S = ı́nf{Sπ(f) : π partición de [a, b]} (integral superior)

Finalmente, decimos que f es integrable Riemann en [a, b] si I = S, y en ese caso definimos∫ b

a
f(x) dx (según Riemann) = I = S

Probar las siguientes afirmaciones:

i) Una función es integrable Riemann en [a, b] si y sólo si para cada ε > 0 es posible
encontrar una partición π de [a, b] tal que S(π, f)−s(π, f) =

∑n−1
i=0 ωi(xi+1−xi) < ε,

siendo ωi = Mi −mi la oscilación de f en el intervalo [xi, xi+1].

ii) Toda función monótona es integrable Riemann.

iii) Toda función continua en [a, b] es integrable Riemann.

iv) χQ (función de Dirichlet) no es integrable Riemann.

v) Si fn : [a, b] → R es una sucesión de funciones integrables Riemann en [a, b] y
fn(x) → f(x) uniformenete para x ∈ [a, b], entonces f es integrable Riemann en
[a, b], y se verifica que:

ĺımn→+∞
∫ b
a fn(x) dx (R) =

∫ b
a f(x) dx (R)

vi) Dar un ejemplo de una sucesión de funciones fn(x) integrables Riemann en [a, b]
tales que fn esté uniformemente acotada en [a, b] y converja puntualmente en [a, b]
a una función f que no sea integrable Riemann en [a, b].
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