ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2008

PRACTICA 5: ESPACIOS LP

Ejercicio 1. Sea E = [0,1/2]. Probar que
(a) f(z) =2 P(lnz=1)"2P ¢ LP(E), (1 < p < 400), pero f ¢ L"(E) si r > p.

(b) g(x) =Inz~! € LP(E) para todo p con 1 < p < +o0, pero g & L™(E).

Ejercicio 2. Sea E = [0,+00). Probar que f(z) = 2~/2(1 4 |Inz|)~* € L*(E) pero
f & LP(FE) para ningun p tal que 1 <p < +oo y p # 2.

Ejercicio 3. Sea ¥ C R™ medible, y 1 < p; < pg < 400.
(a) Probar que si |E| < oo, entonces LP?(E) C LP'(E).

(b) Mostrar con un ejemplo que la inclusién puede no valer si |E| = +oo.

Ejercicio 4. Demuestre la siguiente generalizaciéon de la desigualdad de Holder.

k

. 1 _ 1 )

Si E 1127 = - con p;,r > 1, entonces
1=

1= frlle < A fallpy - 1kl

Ejercicio 5. Sea ' C R" medible,y 1 <r < p < s < oo. Probar quesi f € L"(E)NL*(E)
entonces || < [l fII7 + I fII3-

Ejercicio 6. Sea ¥ C R™ medible y f : E — R medible.
(a) Probar que si f € LPO(E) para algin pg € (1, +00), entonces

S {11l = 11l -

(b) Mostrar que eso puede ser falso si no se cumple la hipdtesis de que f € LPO(E) para
algin po € (1, +00).

Ejercicio 7. Sea £ C R™ medible, f : E — R medible, 1 <p < ooy 1/p+1/p = 1.
Probar que

1£], = sup /E f(@)g(x)d,

donde el supremo se toma sobre todas las funciones g : E — R medibles tales que
[ f(x)g(z)dz existe y ||g||,, < 1.

Ejercicio 8. Sean ¥ C R"™ medible y f : F — R una funcién medible.



a) Sipara todo a > 0, la funcién de distribucién de f, w(a) = p({z € X : |f(z)] > a}),
verifica que w(a) < ¢(1 + )P, entonces probar que f € L"(E) para 0 < r < p.

b) Sea p con 0 < p < 4+o00. Probar que f € LP(E) si y sélo si

+oo
> 2Mw(2F) < 4o

k=—o0

Probar, ademds, que existen constantes positivas ¢; y ¢ que no dependen de f tales
que

I L/p +o00 1/p
@ ( ) QkPw(Qk)> < [lfllp < e ( > 2’“pw(2’f)>

k=—o0 k=—o00

Ejercicio 9. Dada f € LP(R"), 1 < p < oo, y h € R", definimos la funcién f; por
fn(z) :== f(z —h), (z € R™). Probar que f;, — f en LP(R™) cuando h — 0. {Es esto cierto
para p = oo?

Ejercicio 10. Dada f € LP(R"),1 < p < +o00, probar que:

@ ([ msswpa)” 2,

[[A]|—=+o0

o ([ 15t n s spa) 2,

|hll—0

Ejercicio 11. Sea F C R" medible. Probar que:
(a) Si f, — f en LP(E) para algin p (1 < p < c0), entonces f,—f sobre E.
(b) Si f, — fen LP(E), g, —» gen LI(E) y 1% + % = 1, entonces fng, — fg en L'(E).

(c) Si|E| <oy fn— fen L®(E), entonces f, — f en LP(F) , para todo p > 1.

Ejercicio 12. Dadas las funciones f, : [0,1] — R,

= e, 0<z<1/n
"1 0, en otro caso,

probar que f, — 0 en c.t.p. y fn—0, pero f, no converge en LP ([0,1]) para ningin p con
1<p< oo

Ejercicio 13. Sean £ C R™ medible y p tal que 1 < p < +00. Sean (f,)n>1y f en LP(E).
Probar que

@) Ifn = fllzeey =0 = |fallzecxy = 1 fllze(E)-



(b) Si f, — f en c.t.p. sobre E, entonces
| falleeey = W flleey = lfa— fllee) — O

Sugerencia: Aplicar el Lema de Fatou a la sucesién

gn(@) = 27| fu(@)IP + [f(2)P) = |ful2) — F(2)IP.

Ejercicio 14. Sea k : R?® — R medible tal que existe ¢ > 0 que verifica:

swp [ Jrwlidy<c v sw [ g)lds <c
zeR™ JR" yER™ JR7

Probar que si 1 < p < 400, entonces K : LP(R") — LP(R™) dada por

K(Nta) = [ kla)fw)dy
esta bien definida y es uniformemente continua.

Ejercicio 15. Sea £ C R™ medible, con 0 < |E| < 4+00. Para 1 < p < 400 , definimos:
1 1/p
win= (g L)
Probar que

(a) pr <p2 = Ny [f] < Np,[f].
(b) Np[f +g] < Np[f] + Np[9]~

() ﬁfx |fal < Np[fINplgl, 1/p+1/p = 1.

(d) M Np[f] = flloe-

Ejercicio 16. Sea F C R"™ medible, y f,, : E — R medible. Supongamos que f, — f en
casi todo punto de E'y que f,,, f € LP(E), 1 <p < 00. Si |[fnllp < M < o0, demostrar
que fEfng — fEfg, para toda g € L?, 1/p+ 1/p" = 1. {Es cierto este resultado para
p=17

Ejercicio 17. Si f, — fen LP, 1 <p < 400, g, — g puntualmente y ||gn|lcc < M, para
todo n € N, probar que f,g9, — fg en LP.

Ejercicio 18.

(a) Dadas funciones f € LP(R") y g € L’ (R") donde 1/p + 1/p’ = 1, probar que la
convolucién f * g(x) existe y es finita para todo x € R™. Probar, ademds, que define
una funcién acotada y uniformemente continua.



(b) Dado E C R™ tal que 0 < |E| < 400, probar que
E-FE={z—y:z,ycE}

contiene un conjunto abierto no vacio.

Sugerencia: Considerar xg * X_g.

Ejercicio 19. Dada f : R — R integrable, para cada h > 0 sea
1 t+h/2

fn(t) = h/th/Q f(z)dz.

Si f € LP, probar que
(@) [l falloo < A7VPIflp.
(b) frn€ L2y | fullp < 1 fllp-

Para cada r > p > 1, || fal, < BY"7VP| £,

)
)
(©
() Sip < o0, |fo— fllp — 0.

Ejercicio 20. Sean 1 < p < +oo, 1/p+1/p' =1y f € LP(R™). Probar que si (fx)r>1 es una
sucesion de funciones de LP tal que para toda g € LP' vale que i lm  [pn frgde = [ga fodz,
— 400

entonces || f|l, < lminfy_, oo || fllp-

Ejercicio 21. Sean £ C R" medible y p > 1. Definimos:

IP(E)={f: X — R medible: supt(|[{z € E:|f(x)| > t}|)1/p < +o0}.
t>0

Probar que
(a) LP(E) C LL(E),

(b) si |E| < 400y p > 1, entonces LE(E) C LY(E).
Ejercicio 22. Dados [a, b] un intervalo acotado y f € LP([a,b]) 1 < p < +00, definimos

:/xf(t)dt L zelal

Probar que existe una constante K tal que para toda particién
a=x9g<x1 <...<xy=>bresulta:

1
”Z\F vin) = @)l _

$1+1 - x2>p 1 o



