CALCULO AVANZADO PRrRIMER CUATRIMESTRE DE 2002

PRACTICA 2

Ejercicio 1. Demostrar las siguientes igualdades de conjuntos:
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Ejercicio 2. Sea (Ap)nen una familia de conjuntos y sea A = U A,. Hallar una familia de
neN

conjuntos (Bp)nen que verifique simultdneamente:
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Ejercicio 3. Sea f: X — Y una funcién y sean A y B subconjuntos de X.

i) Demostrar que:
(a) F(AUB) = f(A)U f(B)
(b) f(ANB) C f(A)N f(B)

ii) Generalizar al caso de uniones e intersecciones infinitas.

iii) Exhibir un ejemplo donde la inclusion en i) (b) sea estricta.

Ejercicio 4. Sean f: X — Y una funcién, A C X y B, B1, By C Y. Demostrar que:

AC fTHf(A4)
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iii) f~'(Y - B) =X — f~}(B)
) fTH(B1UBy) = fH(B1) U fH(By)
) f7HB1NBs) = f~H(B1) N f1(Ba)

Generalizar iv) y v) al caso de uniones e intersecciones infinitas.
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Ejercicio 5. Sea f : X — Y una funciéon. Probar que las siguientes propiedades son equiva-

lentes:



es inyectiva

(AN B) = f(A) N f(B) para todo A,B C X

(A) N f(B) = 0 para todo par de subconjuntos A, B tales que AN B = ()
) =

\%

) f
) f
iii) f~1(f(A)) = A para todo A C X
) f
) f

(A—B) = f(A) — f(B) paratodo BCACX

Ejercicio 6. Para cada subconjunto S de un conjunto A dado se define la funcidn caracteristica
de S, Xs: A — {0, 1}, por
1 sia€e S
s(a) = {
s@W=\) sag¢s

Probar que:
1) Xsnr = Xs - Xp para todo par de subconjuntos S,T C A
i) X4_g=1— Xg paratodo S C A

i) Xs + Xr = Xsur + Xsnrt para todo S,T C A

Ejercicio 7. Sea A un conjunto. Probar que son equivalentes:
i) A es infinito
ii) Para todo = € A, existe una funcién f, : A - A — {z} biyectiva

iii) Paratodo {z1,...,7n} C A, existe una funcion frz, 5.3 : A — A—{z1,...,z,} biyectiva.

Ejercicio 8. Sea A un conjunto numerable. Supongamos que existe una funcién sobreyectiva
de A en un conjunto B. Probar que B es a lo sumo numerable.

Ejercicio 9. Probar que los siguientes conjuntos son infinitos numerables:

Z<1 ;3 Zs—3 ; 3N 3 Z ; N ; ZxN ; Q ; N* (meN

Ejercicio 10.
i) Sean A y B conjuntos a lo sumo numerables. Probar que A U B es a lo sumo numerable.

ii) Sea (An)nen una familia de conjuntos a lo sumo numerables. Probar que U A, es alo

neN
sumo numerable.

iii) Sea A un conjunto finito y S = U A™. Probar que § es numerable.
meN
Deducir que, cualquiera sea el alfabeto utilizado, hay mas nimeros reales que palabras para
nombrarlos.

Ejercicio 11. Sean A y B conjuntos, A infinito y B numerable. Probar que:



i) Existe una biyeccion entre AUB y A
ii) Si A no es numerable y B C A, entonces existe una biyeccion entre A — B y A.

iii) Es numerable el conjunto R — Q?

Ejercicio 12. Probar que el conjunto de todos los polinomios con coeficientes racionales es
numerable.

Ejercicio 13. Se dice que un nimero complejo z es algebraico si existen enteros ag,...,a, no
todos nulos, tales que
-1
apt+aiz+...+an_12" " +a,z" =0

i) Demostrar que el conjunto de todos los ntimeros algebraicos es numerable.

ii) Deducir que existen ntimeros reales que no son algebraicos.

NoTA: Estos ntimeros se llaman trascendentes.

Ejercicio 14. Sea X C R ( un conjunto de nimeros reales positivos. Supongamos que existe una
n

constante positiva C tal que para cualquier subconjunto finito {z1,...,z,} C X vale ) z; < C.
i=1

Probar que X es a lo sumo numerable.

Ejercicio 15. Sea f : R — R una funcién monétona. Probar que:

{z € R/ f no es continua en z}

es a lo sumo numerable.

Ejercicio 16. Probar que si A es un conjunto numerable, el conjunto de las partes finitas de A
(es decir, el subconjunto de P(A) formado por los subconjuntos finitos de A) es numerable.

Ejercicio 17. Analizar cuales de los siguientes conjuntos de sucesiones son numerables:

an) / an € N para todo n € N}

(an)

(an) CN / ap < apy1 para todo n € N}
(an) CN / ap > ap41 para todo n € N}
(an)

iv) {(g») CQ/ lim g, =0}
n—oo
v) {(gn) C Q / (gn) es periddica}
vi) {(ap) CN /1< a, <m para todo n € N} (m € N)



