CALCULO AVANZADO PRIMER CUATRIMESTRE DE 2002

PRrRACTICA 3

Ejercicio 1. Se definen las funciones d; : IR x R — IR (1 < i < 5) por:
di(z,y) = (z—y)® ,  dny) =\lz-yl ,  ds(zy) =2" —y
|z — y|
d = |z —2 d = —
4(xay) |‘IL‘ y| ’ 5($,y) 1+|$_y|

Determinar cudles de estas funciones son métricas en IR.

Ejercicio 2.

i) Probar que las siguientes funciones son métricas en IR™:

(a) di(z,y) = ;L’Ei — ¥l

(b) da(z,y) = (i(wz —yi)2)1/2
(¢) doo(,y) = S |z — yil-

ii) Para n = 2, dibujar la bola abierta B(0,r) de centro 0 € IR? y radio r.

Ejercicio 3. (Algunas desigualdes importantes) Sea p > 1 y definamos su exponente conjugado
p' por la relaci’on:

1 1
Pyt
(para p = 1 se pone p' = 0o , para p = oo se pone p' = 1.)

i) (Desigualdad de Young) Siz,y €IR>oy 1 <p < o0,

!

Ty < ;
p

1. (Desigualdad de Hoélder) Para z € IR™ definamos su norma p

n 1/p
]|, = (Z Iwil”>

i=1
(que generaliza a la norma euclidea , caso p = 2). Cuando p = co ponemos:

[#]loo = max |z
i=1

=1y

Entonces si z,y € IR" y 1 < p < oo tenemos que:

n
> iy

i=1

< lllpllyllp

(esto generaliza la desigualdad de Cauchy-Schwarz)



ii) (Desigualdad de Minkowski) Si z,y € IR" tenemos que:

1z +yllp < llzlly + [yl

iii) Probar que en IR™, cada una de las métricas d, (con 1 < p < co) dadas por:

n 1/p
o= (S ve)
=1

es una métrica topolégicamente equivalente a la usual. Probar que ademds todas tienen
las mismas sucesiones de Cauchy.

Ejercicio 4. Sea £*° = {(an)new C R / (an)nen es acotada}. Se considera d : £*° x £*° — R

definida por d((an)nenN, (bn)new) = sup |a, — by|. Probar que (£%°,d) es un espacio métrico.
n€lN

Ejercicio 5. Dados a,b € IR, a < b, se define Cla,b] = {f : [a,b] - IR / f es continua }.
Probar que son espacios métricos:

b
i) (Clabldy), con di(£,9) = [ 11(z) - g(a)] do
ii) (Cla,bl,d), con doo = sup |f(z) — g(z)|.

z€[a,b]

Ejercicio 6. Sean (X1,d;) y (X2,d2) espacios métricos. Consideremos el conjunto X; X X5 y la
aplicacién d : (X1 x Xo) X (X1 X Xo) — IR dada por d((z1, z2), (y1,¥2)) = d1(z1,y1) +d2(x2,y2).

i) Probar que d define una métrica en X; x Xo.

ii) Construir otras métricas en X; X Xj.



Ejercicio 7.

d
i) Sea (X,d) un espacio métrico. Se define d'(z,y) = 1_}_(3723})) Probar que d' es una
T,y
métrica en X topoldgicamente equivalente a d. Observar que 0 < d'(z,y) < 1 para todo

T,y € X.

iii) Sea (Xp,dn)new una sucesién de espacios métricos tales que para cada n € IN vale 0 <
dp(z,y) <1 para todo par de elementos z,y € X,,. Para cada z = (zp)neN, ¥ = (Yn)neN

definimos:
o dn (Tr; Yn)
d(z,y) = ZT
n=1
o
Probar que d es una métrica en el espacio producto X = HX"'
n=1

iv) Sea (X, d) un espacio métrico. Llamamos X™ al conjunto de las sucesiones de X. Mostrar
que XN es un espacio métrico con una distancia conveniente.

Ejercicio 8. Sea X un conjunto y § : X x X — IR definida por

1 siz
‘5(””’?’):{0 simiz

Verificar que § es una métrica y hallar los abiertos de (X, J).

NoOTA: ¢ se llama métrica discretay (X,0) espacio métrico discreto.

Ejercicio 9. Sea (X, d) un espacio métrico y sean A, B C X

i) Probar las siguientes propiedades del interior de un conjunto:

(@ 4° = |J @
G abierto
GCA

(b) 0°=0 y X°=X

(c) ACB = A° C B°

(d) (ANB)° = A°NB°. ;Se puede generalizar a una interseccién infinita?
(e) (AUB)° D A°UB°. ;Vale la igualdad?

ii) Probar las siguientes propiedades de la clausura de un conjunto:

(a) A= ﬂ F

F cerrado

ACF
0=0 y X=X
ACRB — ACB

i.Se puede generalizar a una unién infinita?

iii) Probar las siguientes propiedades que relacionan interior y clausura:



(a) (X—-4)P°=X-4
(b) X —A=X-A°
;Son ciertas las igualdades: A= A° , A°=(A)°?
iv) Probar las siguientes propiedades de la frontera de un conjunto:
(a) PA=ANX - A
(b) 0A es cerrado
(¢) 0A=90(X — A)

Ejercicio 10. Sea (X, d) un espacio métrico y sean G C X abierto y F C X cerrado. Probar
que F' — G es cerrado y G — F es abierto.

Ejercicio 11. Sea (X,d) un espacio métrico. Dados a € X y r € R, llamamos bola cerrada
de centro a y radio r al conjunto B(a,r) = {z € X / d(z,a) <r}.

i) Probar que B(a,r) es un conjunto cerrado y que B(a,r) C B(a,r).

ii) Dar un ejemplo de un espacio métrico y una bola abierta B(a,r) cuya clausura no sea
B(a,r).

Ejercicio 12. Sean (X, d;) e (Y, dy) espacios métricos. Se considera el espacio métrico (X XY, d),
donde d es la métrica definida en el Ejercicio 6. Probar que para A C X y B CY valen:
i) (Ax B)°=A°x B°

i) AxB=AxDB

Ejercicio 13. Sea (X, d) un espacio métrico y sean A, B subconjuntos de X.
i) Probar las siguientes propiedades del derivado de un conjunto:

(a) A’ es cerrado

(b) ACB — A'CB

(c) (AuB)Y=A"UB

(d) A=AU A'

(e) (A) =

ii) Probar que z € X es un punto de acumulacién de A C X si y sélo si existe una sucesién
(Zn)new C A tal que z, — z y (Zn)neN DO es casi constante.

Ejercicio 14. Hallar interior, clausura, conjunto derivado y frontera de cada uno de los siguien-
tes subconjuntos de IR. Determinar cudles son abiertos o cerrados.

01 5 (©y 5 Q ; Qnol 5 Z ;  [0,1)u{2}

Ejercicio 15. Caracterizar los abiertos y los cerrados de 7Z considerado como espacio métrico
con la métrica inducida por la usual de IR. Generalizar a un subespacio discreto de un espacio
métrico X.

Ejercicio 16. Sea (X, d) un espacio métrico y sean (Zp)necw, (Yn)new sucesiones en X.



i) Si nli)n;o Tpn =2y nli)ngo Yn = Yy, probar que nlggo d(xpn,yn) = d(z,y).
ii) Si (zn)neN , (Yn)new son dos sucesiones de Cauchy en X, probar que la sucesién real

(d(Zn,Yn))neN €s convergente.

Ejercicio 17. Sea (X,d) un espacio métrico. Dados A C X no vacio y z € X, se define la
distancia de x a A como dy(z) = inf{d(z,a) / a € A}. Probar:

i) |da(z) —da(y)| < d(z,y) para todo par de elementos z,y € X
ii)zeAd = da(z)=0
iii) da(z) = <~ =z€A
iv) Ba(r) = {z € X / da(z) < r} es abierto para todo r > 0
v) Ba(r) = {r € X / da(z) < r} es cerrado para todo r > 0

Ejercicio 18. Un subconjunto A de un espacio métrico X se dice un Gy (resp. un F,) si es
interseccién de una sucesién de abiertos (resp. unién de una sucesiéon de cerrados) de X.

i) Probar que el complemento de un G es un Fj.

Probar que todo cerrado es un G5. Deducir que todo abierto es un Fy.

)
ii) Probar que el complemento de un F, es un Gjy.
ii)

)

iv) (a) Exhibir una sucesién de abiertos de IR cuya interseccién sea [0, 1). Idem con [0, 1].

(b) Exhibir una sucesién de cerrados de IR cuya unién sea [0, 1).

i, Qué conclusién saca de estos ejemplos?

Ejercicio 19. Sea (X,d) un espacio métrico. Dados A, B C X no vacios se define la distancia
entre A y B por d(A,B) = inf{d(a,b) /| a € A, b € B}. Determinar si las siguientes
afirmaciones son verdaderas o falsas:

B) =d(4,B)

B)=0 <= ANB#
B)=0 <= ANB#
B) < d(A,C) + d(C, B)



