CALCULO AVANZADO PRIMER CUATRIMESTRE DE 2002

PRACTICA 6

1. Hacer una lista de los espacios métricos vistos hasta ahora. ; Cudles son normados
? j Cuéles son de Banach 7

2. Sea (E,|| - ||) un espacio normado. Probar que se verifican:

(a) Las operaciones + : Ex E — Ey - : R( oC) x E — E son continuas.
(b) B.(z) = B,(z) (la clausura de la bola abierta es la bola cerrada).
(c) diam(B,(z)) = 2r.

3. Sea (E,|| - ||) un espacio normado y sea C C E. Decimos que C es convezo si
Vz,ye CyVtel0,1]se tiene que tz + (1 —t)y € C.

a) Probar que B,(z) es convexo.

(a)
(b)
)
)

Probar que si (C;);er son convexos, entonces M;crC; 1o es.

(c

(d) Probar que si C es convexo, entonces C' lo es.

Probar que si C' es convexo, entonces C° lo es.

4. Sea (E, || - ||) un espacio normado y S C E un subespacio (vectorial). Probar que:

es o0 bien denso o bien cerrado en E.

5. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach y (z,) C E. Si Y .°, ||z,|| convege , entonces
> | T, converge.

6. Para cada uno de los siguientes ejemplos de subespacios decidir si son cerrados , si
son densos y si son hiperlanos.

{zel': > z, =0}l

n=1

{zel?:3° z, =0} C?

n=1



7. Sean FE y F espacios normados. Sea T : E — F una operador lineal. Probar que
son equivalentes:

8. Sean (E,|| - ||r), (F,|| - ||r) espacios normados. Consideramos L(E,F) = {T: E —
F/ T es lineal y continua}, y para cada T € L(E, F) sea

1Tl = sup [|IT(z)|r

llzllp<1
Probar que:

(a) (L(E,F),]| -]|) es un espacio normado.
(b) Si F es de Banach entonces L(F, F') también lo es.

9. Sean E y F espacios normados y sea T : E — F un operador linal y continuo.
Verificar las siguientes formulas:

1T\l = sup ||Tzl| = sup [[Tz]| =
lall<1 lall=1

Tx .
= sup —“ I =inf{M/ ||Tz| < M||z||}
w0 ||z|

10. Sea k :[0,1] x [0,1] — R continua y sea K : C[0,1] — C]0, 1] dada por
1
Kf@) = [ k)i @iy
0
Probar que K es lineal y continua. Acotar su norma.

11. (a) En R™ = {(a,)n>1/ Ino, an = 0Vn > ny} ponemos la norma infinito. Probar
que la funcién f: RN — R definida por

es lineal pero no continua.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

(a) Sea ¢ € C[0,1] y sea T, : C[0,1] — R dada por
1
T,f = d
of = [ o

Probar que T}, es un funcional lineal continuo y que ||Ty|| = fol |p(z)|dx

(b) Sea T : ¢ — R dada por T'(a) = limy,_ s p-
Probar que T es lineal, continuo y hallar ||7||.

(c) Seal<p<oo,p = p%l el conjugado de p y sea b € I”". Definimos T}, : I? — R
como sigue

Ty(a) = zoo: bay,
n=1

Probar que T}, es lineal, continuo y hallar ||7||.

Sea (F, ||-]|) un espacio normado de dimensién n y sea f : R* — E un isomorfismo
algebraico. Consideramos en R" la norma :||z||s = maxi<;<y |2

(a) Probar que K = {z € R" : ||z||sc = 1} es compacto en R"

(b) Probar que existen ¢i, ¢, > 0 tales que para todo z € R" : ¢|z]|e <
1 (@)lle < call]lo

(c) Deducir que si N;, N, son dos normas en R", entonces existen constantes
a,b > 0 tales que para todo x € R” : aN;(z) < No(x) < bNy(z) (esto es: son
equivalentes)

Sean F un espacio de Banach y S, T subespacios cerrados, con dim7" < oo. Probar
que S + T es cerrado.

(Lema de Riesz) Sean F un espacio normado, S C FE un subespacio vectorial cerrado
propio, y 0 < a < 1. Probar que existe z, € E — S tal que ||z,]| =1y ||s — zal >
aVs e S.

Sug: Considerar x € S, r = d(z,S) y T4 = |($_b)

7= con b € S adecuado.

Sean E un espacio normado de dimensién infinita. Probar que existe (wp)nen € F
tal que ||w,|| =1y d(wy,wn) > 1/2, n # m. Deducir que B;(0) no es compacta.
(Sugerencia: aplicar el lema de Riesz a una sucesién creciente de subespacios de
dimensién finita)

Sea (E,|| - ||) un espacio normado y H C E un subespacio. Probar que H es un
hiperplano si y sélo existe v : E — R(o C) lineal , v # 0 tal que H = Nu(7).
Probar que H es cerrado si y sélo si 7y es continua.

Sea E un espacio de Banach de dimensién infinita. Probar que no puede tener una
base algebraica numerable. (Sugerencia: sino se escribiria como unién numerable
de subespacios de dimensién finita. Usar el teorema de Baire.)



