CALCULO AVANZADO PRIMER CUATRIMESTRE DE 2002

PRACTICA 7

Ejercicio 1.

i) En cada uno de los casos siguientes, hallar el limite puntual de la sucesién (fy,)nen definida
en el conjunto A C R dado:

(a) fale) =a" A= (-11
®) fule) = = A= (1,400)
(C) fn(x) = nQ'T(l - "I"Z)n A= [O, 1]

ii) Para la sucesién dada en (a), demostrar que la convergencia es uniforme sobre B = (0, 1).

Idem para la sucesién dada en (b) sobre B = [2,5].

;Es uniforme la convergencia de la sucesién dada en (c) sobre A?

Ejercicio 2. Sea (X,d) un espacio métrico y sea A un conjunto. Sea (fn)nen C X4 una
sucesién de funciones y sea f : X — A. Probar que: (f,)nen no converge uniformemente a f en
A siy sélo si existen a > 0, una subsucesién (fn, )ren de (fn)nen y una sucesion (ag)reny C A
tales que d(fy, (ax), f(ax)) > o para todo k € N.

Ejercicio 3. Analizar la convergencia puntual y uniforme de las siguientes sucesiones de fun-
ciones (fp)nen:
sen nz

i) folz) = en R

ii) fn(z) =sen (%) en R

iv) folz) =1+ %)w en [0, 1]

L sizgQdéz=0
V) fn(w)_{b—i-% siz= b>0y(:p=1 001
vi) fn(z) = 2" en {z €C:|z| <1}
x z(z? + 1)

T 1422 14 (n+1)2%z? (neN)

converge puntualmente pero no uniformemente, en R, a una funcién continua.

Ejercicio 4. Probar que la sucesién de funciones f,(z)

Ejercicio 5. Sea C'[0,1] el epacio vectorial de las funciones f : [0,1] — R de clase C! en [0,1]
(esto es continuas en [0,1] y con derivada f' continua en [0, 1]).

1. Consideremos la aplicacién lineal D : (C1[0,1], ]| - |loo) — (C[0,1], || - ||oo) dada por D(f) =
f'. Mostrar que no es continua.



2. En cambio si en C*[0,1] consideramos la norma:

1£llor = 11flloo + 1f'lleo
D : (CY0,1], | - lcr) = (C[0,1],]| - ||oo) sf resulta continua.

3. Probar que C'[0,1] no es completo con la norma || - ||« pero si lo es con || - ||o1.

an

Ejercicio 6. Estudiar la convergencia puntual y uniforme de las sucesiones fy(z) = Tt na? y
nT

flen [—1,1].

Ejercicio 7. Hallar una sucesién de funciones reales derivables uniformemente convergente a
una funcién no derivable.

Ejercicio 8. Sea X un conjunto y sea B(X) = {g: X — C: g es acotada }. Sea (fn)nen C
B(X).

i) Si (fn)nen converge puntualmente a una funcién f en X, jes cierto que f € B(X)?
ii) Probar que:

(a) Si (fn)nen converge uniformemente a una funcién f en X, entonces f € B(X).

)

(b) (fn)nen converge uniformemente a f siy s6lo si (f,)nen converge a f en (B(X),

dso
(c) Si(fn)nen converge uniformemente en X, entonces existe M > 0 tal que |fp(z)] < M
Vz € X Vn €N, es decir, (fy)nen es uniformemente acotada.

Ejercicio 9. Sea (f,)nen C RR una sucesién de funciones uniformemente continuas que converge
uniformemente a una funcién f sobre R. Analizar la continuidad uniforme de f.

Ejercicio 10. Sea (X,d) un espacio métrico y sean (f5)nen, (gn)nen C RX dos sucesiones de
funciones continuas uniformemente convergentes sobre X. Probar que:

1) (fn + gn)nen converge uniformemente sobre X.

ii) Si ambas sucesiones estdn uniformemente acotadas, entonces (f,,.gn)nen €s uniformemente
convergente.

Ejercicio 11. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y sea A un conjunto. Sean (f,)neny C RX
Y (gn)nen C X 4 sucesiones de funciones que convergen uniformemente a funciones f : X — R
y g : A — X respectivamente. Probar que (f;, © gn)nen C R4 converge uniformemente a f o g.

Ejercicio 12. (Teorema de Dini) Sea (X,d) un espacio métrico compacto y sea (f,)nen una
sucesion de funciones continuas de X en R tales que:

o fu(z) > fnri(x) Ve E X VneEN
® (fn)nen converge puntualmente a una funcién f : X — R continua.

Probar que (fy)nen converge uniformemente a f en X.



Ejercicio 13. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Sea (fy)nen una sucesién de funciones
continuas de X en R y sea f : X — R continua. Probar que (f,)nen converge uniformemente a
f siy sélo si para toda sucesién (2, )nen que converge a x € X, la sucesion (fy, (z))nen converge

a f(z).

Ejercicio 14. Sean (X,d) e (Y,d') espacios métricos. Una familia F de funciones definidas
sobre X a valores en Y se dice equicontinua en xg € X si para todo € > 0 existe § > 0 tal que

d(z,z9) < 6 = d'(f(z), f(z0)) < € VfeF

Se dice que F es equicontinua en X si es equicontinua en z para todo x € X. Finalmente, la
familia F se dice uniformemente equicontinua en X si para todo € > 0 existe d > 0 tal que

d(z,y) <0 =d'(f(2),f(y)) <e VfeF

i) Probar que cualquier conjunto finito de funciones de X en Y continuas en zy € X es
equicontinuo en x.

ii) Supongamos que X es compacto. Probar que:

(a) Si una familia F es equicontinua en X, entonces es uniformemente equicontinua.

(b) Sif,:X — Y escontinua para todon € Ny (f,)nen converge uniformemente en X,
entonces (fn)nen €s equicontinua en X (por lo tanto es uniformemente equicontinua).

(¢) Si (fn)nen es una sucesién de funciones uniformemente equicontinua y (fy)nen con-
verge puntualmente a f en X, entonces (fy)nen converge uniformemente a f en X.

Ejercicio 15. Sean f, : [a,b] — R integrables y uniformemente acotadas. Se define

b
E@ﬁ:/]ﬂﬂﬁ (6 <z <b)

Probar que existe una subsucesién (F},,) que converge uniformemente sobre [a, b].

o
Ejercicio 16. Si la serie ) a, converge absolutamente, probar que también lo hacen las

n=0
siguientes series:
e’} 0 0 2
n ) 1 ) 2
a 1+a
n=0 n=0 T an n=0 +ap,

Ejercicio 17. Criterio de la Integral

Sea f:[1,400) — R>( una funcién decreciente, continua y tal que ligl f(z) = 0. Para cada
et T—+00

n € N se definen
Sn=Y_f(k) n:/ﬂ@m Dy = 8y — T
k=1 1

Probar que:

i) 0< f(n+1) <Dpy1 <D, < f(1), para todo n € N



ii) Existe D = lim D,

n—r+00

o0 o
iii) Y f(n) converge siy sélosi [ f(z)dz converge
n=1 1

iv) 0< D, — D < f(n) para todo n € N.

n
Ejercicio 18. Sean (a,)nen, (bn)neny C C. Para cada n € N sea 4, = ) ax. Probar que:
k=1

n

n
i) > agby = Apbny1 — Y Ag(bry1 — )
=1

k=1
o o o
ii) Si ) a, convergey > (bp41 — by) converge absolutamente, entonces > a,b, converge.
n=1 n=1 n=1
o0 o
iii) Si (An)nen es acotada, Y (by41 —by,) converge absolutamente y b, — 0, entonces »_ anb,
n=1 n=1

converge.

Ejercicio 19. Sea (f,)nen una sucesién de funciones continuas definidas sobre un espacio
(e8]

métrico (X,d) a valores en R tal que Y, f, converge uniformemente sobre X. Probar que:
n=1

o0
i) f= > fn es continua en X.

n=1

ii) Si X = [a,b] C R, entonces f:f(a:) dx = io: f: fnl(z)dz
n=1

Ejercicio 20. (Test de Weierstrass) Sea (X,d) un espacio métrico y, para cada n € N, sea

o
fn + X — R una funcién tal que |f,(z)] < M, para todo z € X. Probar que si ) M,

n=1
o0
converge, entonces » . f, converge uniforme y absolutamente en X.
n=1
o
Ejercicio 21. Sea (ap)nen una sucesion tal que Y. a, converge absolutamente. Probar que
n=1
o o
> apcos (nz) y > apsen(nz) convergen uniformemente en R.
n=1 n=1



Ejercicio 22. Hallar (y justificar) los conjuntos en R de convergencia puntual, uniforme y no
convergencia de las siguientes series

(G)Z%x" B)> a"" (XL (DXL (@) Xan!a”
n=1 n=0

Ejercicio 23.

o0
-1 )
i) Mostrar que la serie senz = Z ﬁ g2kt1 converge uniformemente sobre todo
k=0 )

intervalo finito.

n

. . o (32 .
ii) Probar que la funcién f(z) = E (—') es continua en R.
n!

n=0

o0
1
Ejercicio 24. Sea f(z) = g _— .
=14 (nz)?

Hallar el dominio de f en R.

iSobre qué intervalos converge uniformemente?

iii) jSobre qué intervalos no converge uniformemente?
) ¢Es f continua en su dominio?

i.Es f acotada?

Ejercicio 25. (Funcin zeta de Riemann) Consideramos la funcién dada por la serie:
— 1
((s) = Z s
n=1

1. Probar que la serie converge uniformemente en cada intervalo (1 + ¢, 00) (siendo ¢ > 0)

2. Probar que ((s) es continua en (1,+00) y que es posibl derivar la serie término a término
en dicho intervalo.

3. Probar que si P C N designa el conjunto de los nmeros primos, probar que

()= —— (s> 1)

i —S8
peEP 1 p

4. Probar que lim,_,;+ {(s) = co. Deducir que existen infinitos nmeros primos.



