CALCULO AVANZADO PRIMER CUATRIMESTRE 2004

PrAcTICA 1

1. Demostrar las siguientes igualdades de conjuntos

a) B—|JAi=()(B-4)

b) B— () 4i=|]J(B-4)
0) ‘U(AiﬂB):BrW('U Ai)

2. Sea A = U A,,. Hallar una coleccion (B,,), ¢ n que verifique
neN

a) ByNBj=@sik#j
b) A= | B,

ne N

3. Sea f: X — Y una funcién y sean A y B subconjuntos de X. Demostrar que

a) f(AUB) = f(A)U f(B)
b) f(ANB) C f(A)N f(B)
Generalizar al caso de uniones e intersecciones infinitas.

c) Hallar un ejemplo donde la inclusién de b) sea estricta.

4. Sean f: X — Y, AC X y B, By, B, CY. Demostrar que

a) AC f7H(f(A))

b) f(/7Y(B))C B

c) fFiY —=B)=X—f(B)

d) fHBiUB,y) = f1(B1) U f(Be)
e) f[TH(BiNBy) = f"HB)NfH(By)?

f) Generalizar d) y e) al caso de uniones e intersecciones infinitas.

5. Sea f: X — Y. Probar que f(f~!(B)) = B para cada B C Y siy sélo si f es

suryectiva.

Lef. inciso b) del ejercicio 1



6.

10.

11.

12.

Sea f: X — Y. Probar que las siguientes propiedades son equivalentes

a) f es inyectiva

b) f(ANB) = f(A)N f(B) para todo A,B C X

c) fY(f(A)) = A paratodo A C X

d) f(A)N f(B) = @ para todo par de subconjuntos A, B tales que AN B =&
e) f(A—B) = f(A)— f(B) paratodo BC AC X

. Para cada subconjunto S de un conjunto A dado se define xys : A — {0, 1} —funcién
1 aeS
carateristica de S— por xg(a) = . Probar:
0 aegS

a) Xsnr = Xs - Xt para todo S,T C A
b) x4a_s =1— xs para todo S C A
c) Xs + Xr = Xsur + Xsnr paratodo S,T C A

. Sea ~ una relacion de equivalencia sobre un conjunto A. Para cada ae A se define

el conjunto S, = {be A / a ~ b}. Probar que

a) para todo ay,ase A es: Sy = Sy, 0 Sa, NSy, = D

b) A= [ S

a€ A

. Demostrar que si A es un conjunto de n elementos, entonces P(A) tiene 2" elementos.

Probar que los siguientes conjuntos son numerables 2

Z ; Zss ; Zg¢, ; 3N ; ZxN ; Q@ ; N2 ; N™ (meN)

Sea A un conjunto con A = Ny. Probar que

BA") = (A x.m x A) = §(A) = R

a) Sean Ay B alo sumo numerables ®. Probar que AU B es a lo sumo numerable.

b) Sea (A,)nen una sucesién de conjuntos a lo sumo numerables. Probar que

U A,, es a lo sumo numerable.
ne N

%i.e., tienen cardinal N

3X se dice a lo sumo numerable si es finito o su cardinal es Ng



. Probar que el conjunto de todos los polinomios con coeficientes racionales es nu-
merable.

. Se dice que un numero complejo z es algebraico si existen enteros ay,...,a, —no
todos nulos— tales que

ap+ a1z 4+ Fap 12" M+ a2 =0

a) Demostrar que el conjunto de todos los nimeros algebraicos es numerable.

b) Deducir que existen nimeros reales que no son algebraicos.

NOTA: estos nimeros se llaman trascendentes.

. Sea f:R — R una funcién monétona. Probar que

ﬁ({xe R / f no es continua en x}) <Ny

. (Es numerable el conjunto R — Q7

. Hallar el cardinal de los siguientes conjuntos de sucesiones

a) {(a) / ane N para todo ne N}

b) {(a,) C N/ a, < an41 para todo ne N}

c) { Cc N/ a, > ay41 para todo ne N}

@) {(6) €/ lim 4, =0)

e) {(¢.) CQ / (qn) es periédica}

f) {(a,) C N /1< a, <m para todo ne N} (meN)

Qn

(an)
(an)
(an)
(¢n)
(¢n)
(an)

. Sean a, b, ¢ cardinales. Probar:

a) a.(b+c)=ab+a.c
b) at*¢ = ab. a¢

c) (a’)¢ = a'*

d) (ab)® = a®. b°

e) si b < ¢, entonces a®<a® y <

4i.e., existen m, k € N tales que ¢, = gn4% para todo n > m.



19. Probar que
nto = ijﬁ =M =c

cualquiera sea n e Nxg.

20. Siendo
FR)={f /[ R — R} FQ =1{f/f:Q—R}
C(R)={feF(R) / f es continua} C(Q)={feF(Q) / f es continua}
a) Probar que §(F(R)) > c.
b) Calcular §(F(Q)).
c) Calcular §(C(Q)).
d) Probar que la funcién ¢ : C(R) — C(Q) dada por ¢(f) = f|g es inyectiva.
e) Calcular §(C(R)).

21. Dado z € [0, 1], notamos con n(x) =cantidad de ‘3’ en el desarrollo decimal —sin

colas de 9— de 2. Se define la funcion

a) ;/Es numerable el conjunto A = {z < [0,1] / f(z) =0}7
b) ;Es cerrado el conjunto B = {zx e [0,1] / f(x) =1}7?
c) (Es abierto el conjunto C' = {xe[0,1] / f(x) # 0}?

22. Hallar el cardinal de los siguientes conjuntos

a) {I / I es un intervalo de extremos racionales}

b) {la,b] / a,be R}

c) I, sabiendo que {A;};c ;1 C R es una familia de intervalos disjuntos
d) {(z,y)eR* / 3z +2y > T}

e) R—{0}

f) R—{e,n}

23. Sea A un conjunto finito y 8§ = U A™. Probar que £(8) = Ry.

meE N
Deducir que, cualquiera sea el alfabeto utilizado, hay méas ntimeros reales que pala-

bras para nombrarlos.



