CALCULO AVANZADO PRIMER CUATRIMESTRE 2004

PRACTICA 7

1. a) Sea f: (a,b) — R derivable. Probar que f es creciente en (a,b) si y solo si
f' = 0en (a,b).

b) Sea f : (a,b) — R derivable. Probar que si f'(x) > 0 para todo x € (a,b),
entonces f es estrictamente creciente en (a,b). Mostrar con un ejemplo que

no vale la reciproca.

2. Sea f : R — R derivable y tal que f’ es acotada. Probar que f es uniformemente

continua en R.

3. Sea f : (a,b) — R continua en (a,b), derivable en (a,b) — {zo} y tal que los
limites laterales de f’ en x( existen y son finitos.

i) Probar que f es derivable lateralmente en z. Deducir que si ambos limites
laterales coinciden, entonces f es derivable en zq y calcular f'(zo).

ii) Mostrar que los resultados de i) pierden validez si se omite hipétesis de
continuidad de f en x.

4. Sean f : [a, ] — R derivable en (o, 8) y a < a < b < 8 tal que f'(a) # f'(D).

(a) Probar que si f'(a) < 0 < f'(b) entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
(b) Probar que si A es un nimero real comprendido entre f'(a) y f'(b), existe
c € (a,b) tal que f'(c) = .
(c) Sea f:(—1,1) — R?
f(t) = (t?sin(1/t),t*cos(1/t) si  0<t<1
- (0,0) si —1<t<0
Probar que para todo t € (—1,1) existe f = (f{, f3) pero f'((—1,1)) no es

conexo.

5. Sea f : (a,b) — R. Se dice que f es convexa si para todo z,y e (a,b) y todo
te(0,1) es
flte+ (1 —t)y) <t.flz)+(1—1).f(y)
Si f es derivable, demostrar que f es convexa siy sélo si f’ es monétona creciente.

Comprobar que si ademads existe f” entonces, f es convexa siy sélo si f”(z) >0

para todo x e (a, b).

6. Sea f : (—1,1) — R derivable en x = 0. Dadas dos sucesiones (a,), (£,) C
(—1,1) que convergen a 0 y tales que «,, < 3, para todo ne N se define

f(an> B f(ﬂn)

an_ﬁn

D, =

Demostrar que



10.

11.

12.

a) si o, < 0 < f3, para todo n, entonces D,, — f(0)

b) si 0 < «a, para todo n y <ﬁ> esta acotada, entonces D,, — f'(0)
c) si f es de clase C? en (—1,1), entonces D,, — f(0).

para

Sean F C R™ un bola abierta y f: F — R™ una aplicaciéon que satisface

1f (@) = f@Il < llz = y®

para todo x,y € E. Demostrar que f es constante. ;Vale este resultado si F es
cualquier abierto de R™?

Sea U C R™ abierto y f: U — R diferenciable.

a) Probar que si f alcanza un extremo en xge U, entonces D f(zq) = 0.
b) Mostrar que si U es compacto y f es continua en U y f es constante en OU,
entonces existe zge U tal que Df(zg) = 0.
Sea U C R"™ abiertoy f: U — R™, f = (f1,...... s fm)-
(a) Probar que si existen y son continuas las derivadas parciales de cada
fi U — R, entonces f es diferenciable.

(b) Si f es diferenciable consideremos la funcién D que a cada x € U le asigna
la transformacion lineal de R™ en R™ D(f)(x).

Probar que D : U — L(R",R™) (este dltimo con la norma de operadores)
es continua si, y s6lo si, son continuas las derivadas parciales de cada f;.

Sea f : R — R dada por f(z) = 2+

local alrededor de cualquier z e R.

1
m. Probar que f es un difeomorfismo

Encontrar un intervalo alrededor de xg = 0 en el cual f sea difeomorfismo.

Sea f : R — R definida por

f@Z{ t+2t2seg(%) 17:&8

Mostrar que f'(0) =1y f" es acotada en (—1,1), pero que sin embargo f no es
biyectiva en ningin entorno de ¢ = 0.

Deducir que la continuidad de f’ en el punto es necesaria en el teorema de la

funcién inversa, incluso en el caso n = 1.

Sea U un abierto de R" y sea f : U — R™ de clase C'! con jacobiano no nulo en
todo z € U.

i) Probar que f es abierta.
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ii) Probar que para cada y € R", f~1(y) es un conjunto discreto.
13. Sea f:R®> — R definida por f(z,y, 2z) = 2%y + €* + 2.

i) Comprobar que f(0,1,—1) =0y D;f(0,1,—1) #0.

ii) Deducir la existencia de un entorno U C R? de (1,—1) y una funcién g :
U — R diferenciable tal que f(g(y, 2),y,z) = 0 para todo (y, z) € U.

iii) Hallar la ecuacién del plano tangente al gréfico de g en el punto (1, —1, g(1, —1)).

14. Sea F : R?> — R una funcién tal que (1,2,0) es solucién de la ecuacién
F(xz,y —2x) =0.

i) Hallar condiciones suficientes para que existan un entorno W C R? del
punto (1,0) y una funcién ¢ : W — R de clase C' tales que ¢(1,0) =2y
F(zz,¢(z,2z) — 2z) = 0 para todo (z,z) € W.

Oy 0

ii) Probar que x %(x, z)—z 8—i(x, z) = 2z para todo (x,z) € W.

15. a) Sea f: R — R derivable y tal que f'(z) # 1 para todo x e R. Probar que f

tiene a lo sumo un punto fijo.

b) Mostrar que si bien la funcién f(z) = z + (1 + €)' satisface 0 < f'(z) < 1
para todo x € R, no tiene ningin punto fijo.

c) Explicar por qué esto no contradice el teorema del punto fijo.

2+ 1

16. Verificar que la funcién f(x) = tiene tres puntos fijos o, § y v que satis-

facen
—2<a< -1 , —-1<pg<1 , l<y<2

Si se escoge arbitrariamente x; € R y se define la sucesién z, 11 = f(x,), probar
que

a) si x; < «, entonces x, — —00

b) si a < x; < 7, entonces x,, — 3

c) si v < x1, entonces x,, — 400
Concluir que por este método sélo puede localizarse (3.

17. Dado a > 0, se elige x; > y/a y se define recursivamente la sucesién (x,,) por

1 Q
onn = 5 (0t 1)

n
a) Demostrar que (x,) es decreciente y que converge a /.
b) Sea e, = z,, — y/a. Mostrar que
2 2

1S
n n
Ent1 = 9

— <
T, 2/«
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c¢) Deducir que

gn
En+1 < 6 (%)

para todo ne N y donde 8 = 2\/a.

d) Sia =3y x =2, mostrar que %1 < % y que por lo tanto
£5 <4107y g5 < 4.107%

Esto muestra que este algoritmo tiene una forma sencilla de recurrencia y

converge muy rapidamente.

35



18.

19.

20.

Sea f una funcién dos veces derivable en el intervalo real [a, b] tal que
> fla) <0 < f(b)

>f ' >0>0y0< f”< M para todo z < [a, ]

Sea & el unico punto de (a,b) en el cual f(£) = 0.

Completar el siguiente esbozo del método de Newton para calcular €.

(1) Escoger x; € (§,b) y definir la sucesién (x,,) por medio de

n

Interpretar esto geométricamente en términos de la tangente al gréfico de f.
(2) Demostrar que z,+1 < T, y que x, — &

(3) Usar el Teorema de Taylor para mostrar que

6= ) gy
para algin t, e (£, z,,).
(4) Deducir que
0<ap —€< % {%(m - 5)] )

Comparar con el ejercicio anterior.

(5) Mostrar que el método de Newton es significativo para encontrar un punto

fijo de la funcién @
_ .. f
W)=

.,Cémo se comporta ¢'(x) cuando z estd muy cerca de &7

(6) Aplicar el método de Newton a la funcién f(z) = x'/3 sobre R. ;Qué ocurre?

2
Comprobar que las funciones f =0y g(x) = IZ son solucion del problema con

valores iniciales
y, = yl/Q ) y(O) =0
Hay otras soluciones? Determinarlas.

Explicar por qué esto no contradice el teorema de existencia y unicidad de

solucidn.

Formular y demostrar un teorema de unicidad andlogo para sistemas de ecua-

ciones diferenciales de la forma

y; = ¢j<x7yl>' .. 7ym)
yj(a) =¢;
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que también puede escribirse en la forma

Y = ®(x,Y)
Y(a)=C

donde Y : [a,b)] — R™ , & : [a,b] x R C R™" — R™ y Cc R™.

Generalizar al caso en que x ¢ R™.

. Particularizar el ejercicio anterior considerando el sistema
e .
Y; = Yj+1

v = () = 220, 9i(2)y;

donde f, g1, .., gm son funciones reales continuas en [a,b] y deducir un teorema
de existencia y unicidad de soluciones de la ecuaciéon

YO 4 gm(@)y"™ 4 g2y + gi(2)y = f(2)

con las condiciones iniciales
yla) = ¢ , y'(a) = cy , . , ym_l(a) =c,

. Dados Ae R™" y Xye R", verificar que F(t) = e’ X es la tnica solucién de
X' = A.X que toma el valor Xy ent = 0.
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