CALCULO AVANZADO SEGUNDO CUATRIMESTRE 2004

PRACTICA 4

1. Sean (X,d) e (Y,d') espacios métricos y f : X — Y. Probar que son equivalentes:

a) f es continua

b) Para todo xpe X y todo € > 0 existe § > 0 tal que f(B(zo,9)) C B(f(xo),¢)
c) Para todo A C Y abierto, f~1(A) es abierto en X

d) Para F C Y cerrado, f~'(F) es cerrado en X

e) Para toda sucesién (z,) C X tal que x, — xe X, la sucesion (f(z,)) C Y

converge a f(z).

2. Decidir cudles de las siguientes funciones son continuas:

a) [ (R[]) — R, ]]), fl2) =2 -z + 12
b) f:(R%,d) — (R,||), f(z,y) = 2? + 12, donde d representa la métrica euclidea.

c) idge : (R?,6) — (R?,dy), la funcién identidad, donde § representa la métrica
discreta.

d) idg: : (R?,dy) — (R?,), la funcién identidad, donde & representa la métrica
discreta.

e) i:(F,d) — (X,d), la inclusién, donde £ C X

£) o (C([0,1]),dw) — (R, | ), #(f) = [f(0), donde C([0,1]) es el conjunto
de las funciones continuas definidas en el intervalo real [0,1] a valores en R y

doo(f,9) = sup{|f(z) — g()| / x < [0, 1]}.
.Y si consideramos en vez en C([0, 1]) la distancia d; (f, g) = fol |f(z)—g(x)|dx?

3. Considerando en cada R™ la métrica euclidea, probar que:
a) {(z,y)eR?* / 2* + ysen(e® — 1) = —2} es cerrado.
b) {(z,y,2)eR®/ —1 < 2®—3y* + 2z —2 < 3} es cerrado.
c) {(z1, 79,73, 74,75) e R® / 3 < xy — 13} es abierto.

Mencione otras dos métricas para las cuales siguen valiendo estas afirmaciones.

4. Sea f : (X,d) — (Y,d') una aplicacién. Analizar la validez de las siguientes
afirmaciones:

v, continua para todo i = 1,...,m,

a) Si X = U U;, con cada U; abierto y f

i=1
entonces f : X — Y es continua.



m
b) Si X = U F;, con cada F; cerrado y f|r, continua para todo i = 1,...,m,
i=1
entonces f : X — Y es continua.

c) Si X = U X,y flx, continua para todo i = 1,...,m, entonces f : X — Y es
i=1
continua.

. Sean (X,d) e (Y,d’) espacios métricos. Una aplicaciéon f : X — Y se dice abierta
si f(A) es abierto para todo abierto A C X y se dice cerrada si f(F') es cerrado
para todo cerrado F' C X.

a) Probar que si f es biyectiva entonces, f es abierta (cerrada) si y sélo si f~! es
continua.

b) Dar un ejemplo de una funcién de R en R continua que no sea abierta.
¢) Dar un ejemplo de una funcién de R en R continua que no sea cerrada.
d) Mostrar con un ejemplo que una funcién puede ser biyectiva, abierta y cerrada

pero no continua.

. Dos métricas d; y dy en un espacio X, se dicen topolégicamente equivalentes si todo
abierto de (X, d;) es abierto en (X, ds) y reciprocamente.

a) Sean ¢, o e Ry tales que dy(x,y) < ¢1 do(x,y) < ¢ di(x,y) para todo z,ye X.
Probar que d; y ds son topolégicamente equivalentes.

b) Probar que d; y dy son topolégicamente equivalentes si y sélo si la funcién
identidad idy : (X, d;) — (X, d3) es homeomorfismo.

c) Probar que en R" las métricas d,, 1 < p < oo son todas topoldgicamente
equivalentes.

d) Mostrar una métrica en R"™ que no sea topoldgicamente equivalente a las ante-
riores.

. Sean f,g,h:[0,1] — R definidas por

0 sizgQ
0 sizeQ
flz) = 9(z) = z.f(x) h(x) = % sie=2, (m:n)'=1
1 size@Q
1 siz=0
Probar que:

a) f es discontinua en todo punto
b) g sélo es continua en z = 0

c) h es continua en [0,1] — Q

Y(m : n) indica el maximo comun divisor entre m y n
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a) Sean (X,d) e (Y,d') espacios métricos, f,g: X — Y aplicaciones continuas y
D C X denso. Probar que si f|p = g|p entonces, f = g.

b) Sea f: R — R continua y tal que f(z +vy) = f(z) + f(y) para todo x,y e Q.
Probar que f(x +y) = f(z) + f(y) para todo z,y e R.

. Sean (X,d) e (Y, d') espacios métricos. Consideramos en X X Y la métrica d; i.e.,

doo ((71,91), (T2, y2)) = sup{d(z1, y1), d'(z2, y2) }-

a) Probar que las proyecciones 11 : X XY — X y 1y : X XY — Y son continuas

y abiertas.
Mostrar con un ejemplo que pueden no ser cerradas.

b) Sea (Z,0) un espacio métricoy f: Z — X x Y una aplicacién. Probar que f
es continua si y sélosi fi=mof y fo=mo f loson.

Sean (X, d) e (Y,d') espacios métricos y f : X — Y una aplicacién.

a) Probar que si f es continuay E C X entonces, f(E) C f(E).

Mostrar con un ejemplo que puede no valer la igualdad.

b) Probar que f es continua y cerrada si y sélo si f(E) = f(E) para todo subcon-
junto £ C X.

a) Sea f:R — R dada por f(z) = 2% Probar que es continua pero no abierta.

b) Sea g : R — R dada por f(z) =

2

. .
77 Probar que es continua pero no cerrada.

Sea (X, d) un espacio métrico y sea A un subconjunto de X. Probar que la funcién
dgy: X — R, dy(z) =d(z,A) = iand(x,a) es continua.
ac

Teorema de Urysohn

Sea (X,d) un espacio métrico y A, B cerrados disjuntos de X. Entonces, existe

f X — R continua tal que:

a) fla=0
c) 0< f(z) <1 paratodo ze X

dA(.]Z)
dA ($) + dB(ZL‘)
Deducir que existen abiertos U, V' disjuntos tales que AC Uy B C V.

Sugerencia: considerar

Sea f : R — 7Z continua. Probar que f es constante.
Sea [ :7Z — Q.

a) Probar que f es continua. ;Sigue valiendo si f toma valores irracionales?

b) Suponiendo que f es biyectiva, jpuede ser un homeomorfismo?
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Probar que R™ (con la distancia euclidea) es separable.

Sea R™ = {(a,)pex € R / Ing : a, = 0 ¥n > ng}. Se considera la aplicacién

dso : RN x R®) - R definida por deo((an)nen, (bn)nen) = sup |a, — b,|. Probar
neN

que (RM d_.) es un espacio métrico separable.

Sea (X, d) un espacio métrico. Probar que son equivalentes:

a) X es separable
b) X posee una base numerable de abiertos

c) Todo cubrimiento abierto de X tiene un subcubrimiento numerable.
Probar que todo subespacio de un espacio métrico separable es separable.

Sea (X, d) un espacio métrico separable. Probar que toda familia de subconjuntos
de X no vacios, abiertos y disjuntos dos a dos es a lo sumo numerable. Deducir que
el conjunto de puntos aislados de X es a lo sumo numerable.

Sean (X,d) e (Y,d') espacios métricos. Consideramos en X x Y la métrica du
definida por

doo (71, 1), (72, y2)) = max{d(z1, z2), d (v, Y2)}-
Probar que (X x Y,d.) es separable si y sélo si (X, d) e (Y,d') son separables.

Es el espacio (1%, d.,) separable?.

Sean X,Y espacios métricos. Sea f : X — Y una funcién continua y suryectiva.
Probar que si X es separable, entonces Y es separable.



