CALCULO AVANZADO SEGUNDO CUATRIMESTRE 2004

PRrRACTICA 4 (PRIMER PARTE)

1. Probar —usando la definicién— que el conjunto {0}U{a, / n e N} es compacto, donde

(@) es una sucesion real que converge a 0.

Mostrar que el intervalo (0, 1] no es compacto.

2. Sea (M, d) un espacio métrico y S C T' C M. Probar que S es compacto en (M, d)
si y sélo si S es compacto en el subespacio métrico (T, d).

3. Sea S = (a,b) NQ con a,be R — Q. Probar que S es un subconjunto cerrado y
acotado pero no compacto de (Q,d), donde d es la métrica euclidea de R.

4. Probar que todo espacio métrico compacto es separable.

5. Lema del cubrimiento de Lebesgue

Dado un cubrimiento por abiertos (U;); ¢ ; de un espacio métrico (M, d), un nimero
e > 0 se llama niimero de Lebesgue de (U;);c 1 si para todo xe M existe je I tal
que B(z,e) C Uj.

Probar que todo cubrimiento por abiertos de un espacio métrico compacto tiene un
numero de Lebesgue.

6. Sea A = {a"e (> / neN}, donde cada sucesién a" = (ay), _, estd definida por

0 si k#n

n __
ay = .
1 si k=n

Probar que A es discreto, cerrado y acotado pero no compacto.

7. Probar que toda unién finita y toda interseccién (finita o infinita) de subconjuntos
compactos de un espacio métrico es compacta.

8. Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que una familia (F}); ¢ ; de subconjuntos de
X tiene la propiedad de interseccién finita (P.I.F.) si cualquier subfamilia finita de

(F})i e 1 tiene interseccién no vacia.

a) Probar que un subconjunto K C X es compacto si y solo si toda familia (F}); ¢ 1
de subconjuntos cerrados de K con la P.I.LF. tiene interseccién no vacia.

b) Deducir que si X es compacto, entonces todo subconjunto infinito tiene un punto
de acumulacion en X.
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11.

12.

13.

. Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que (X, d) es secuencialmente compacto si

toda sucesion tiene una subsucesion convergente. Si para todo € > 0 existen finitos
puntos 1, ..., z, € X tales que X = |J,_, B(x, ), se dice que (X, d) es totalmente

acotado.

Probar que los siguientes enunciados son equivalentes:

a) X es compacto
b) Todo subconjunto infinito tiene un punto de acumulacién en X
c) X es secuencialmente compacto

d) X es totalmente acotado y completo.
Sea (X, d) un espacio métrico.

a) Sean K C X un compacto y xe X — K. Probar que existe ye K tal que
d(z,K) = d(z,y); i.e., la distancia entre x y K ‘se realiza’. (Es cierto que
d(z, K) > 07?

b) Sean Ki, Ky, C X dos subconjuntos compactos de X tales que K; N Ky = &@.
Probar que existen z1e K7 y x9e Ko tales que d(K;, Ks) = d(x1,x9); ie., la
distancia entre K y K3 ‘se realiza’. (Es cierto que d(Ky, Ky) > 07

c) Mostrar que la afirmacién del inciso anterior es falsa si Ky es cerrado pero no

compacto.
Sea (X, d) un espacio métrico completo. Se define
K(X)={K C X / K es compacto y no vacio}
a) Probar que d(A4, B) = sga{d(a, B)} no es una métrica en K(X).

b) Sea 6(A, B) = max{d(A, B),d(B, A)}. Probar que § es una métrica en K(X).

Sugerencia: probar que para todo € > 0 es
(A, B) <e = ACB(B,e) vy BCB(Ae)
donde B(C,e) ={KeX(X) / §(C,K) < ¢}

Sea Cp = {(x,) CR / lim x, = 0}. Se define en Cj la métrica

d(w,y) = sup{|z, — ya| / ne N}

a) Demostrar que la bola cerrada B(z,1) = {ye Cy / d(x,y) < 1} no es compacta.

b) Probar que (Cp,d) es separable.

Sean (X, d) e (Y,d') espacios métricos y f: X — Y continua y biyectiva. Probar
que si (X, d) es compacto, entonces f es un homeomorfismo.
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Sean (X, d) e (Y, d') espacios métricos, y sea f: X — Y una funcién. Probar que
si Y es compacto y el gréfico de f es cerrado en (X XY, d ), entonces f es continua.
(Recordar: deo((21,91), (%2, y2)) = méx{d(x1,2), d' (y1,92)}.)

a) Sea f : R>, — Runa funcién que es uniformemente continua en [a, b] y también
en [b, +00). Probar que f es uniformemente continua en R,.

b) Deducir que y/z es uniformemente continua en Rx,.

c) Sea f:R — R continua y tal que lim,_,_, f(z) = lim,_ . f(z) = 0. Probar

que f es uniformemente continua en R.

Sea (X, d) un espacio métrico y sea A C X compacto. Probar quesi f: A — R
es continua y f(z) > 0 para todo x € A, entonces existe K > 0 tal que f(z) > K
para todo = € A.

Sea f : R — R una funcién continua y abierta.

a) Probar que f no tiene extremos locales; es decir, no existen o € Ry € > 0 tales
que f(zo) < f(x) (resp. f(zo) = f(x)) para todo x € (xg — €, 29 + €)

b) Comprobar que existen a,b € R U {—o00, 00} tales que f(R) = (a,b).

c) Mostrar que f : R — (a,b) es un homeomorfismo y que ella y su inversa son

funciones mondtonas.

Sea D C X un subconjunto denso, y sea f : D — R uniformemente continua.
Probar que f tiene una tinica extensién a todo X. ;Puede R reemplazarse por R*?
. Por cualquier espacio métrico compacto? ;Por cualquier espacio completo? ;Por
cualquier espacio métrico?



