CALCULO AVANZADO SEGUNDO CUATRIMESTRE 2004

PRrRACTICA 6

1. a) En cada uno de los casos siguientes, hallar el limite puntual de la sucesion (f,,)nen
definida en el conjunto A C R dado

(1) fole) =2" A= (=11]
(ii) fu(z) = ;_x A= (1,400)
(iii) fn(z) = nz(1 — )" A=10,1]
b) Para la sucesién dada en (i), demostrar que la convergencia es uniforme sobre
B=(0,3)
Idem para la sucesién dada en (ii) sobre B = [2, 5].

¢ Es uniforme la convergencia de la sucesion dada en (iii) sobre A7 ;Sobre algiin
otro subconjunto de R?

2. Sean (X, d) un espacio métrico y A un conjunto. Sea (f,)nen C X“ una sucesion de
funciones que converge puntualmente a f en A. Se supone que existen un nimero
a > 0 y una sucesién (a,) C A tales que d(f.(a,), f(a,)) > «a, para todo neN.
Probar que (f,,) no converge uniformemente a f sobre A.

3. Analizar la convergencia puntual y uniforme de las siguientes sucesiones de funciones

Ssen nx

a) fu(z)= en R

b) fu(x) =sen(%) en R

c) folz,y) = s 1($,y) en R?

d) fu(z,y) =n(=®—y*22y)  en R?

e) fulx) =01+ %)x en [0, 1]

six ¢ Qdbéx=0

1
£) fulz)=("
) Il b+2 siz=2¢b>0y(a:d)=1

en [0, 1]

T (22 +1)
T 1422 14 (n+1)22 (neN) con-

verge puntualmente pero no uniformemente, sobre R, a una funcién continua.

4. Probar que la sucesién de funciones f,(z)

5. Sea (fn)nen C R¥ una sucesién de funciones de clase C* tal que

* (f!)n>1 converge uniformemente sobre R a una funcién g

* existe xg e R tal que (f,,(%0))n>1 converge a un valor ypo.



10.

11.

12.

. Estudiar la convergencia puntual y uniforme de las sucesiones f, (z)

Probar que:

a) existe una funcién continua f tal que f, — fen Ry f(zg) = vo.

b) f es derivabley f' = g.

. Sea (fn)nen C RE una sucesion de funciones uniformemente continuas que converge

uniformemente a una funciéon f sobre R. Analizar la continuidad uniforme de f.

TLZEQ

T 1+ na? Y
f en [—1,1].

. Sean (X, d) un espacio métrico y (fn), (¢,) C R* dos sucesiones de funciones con-

tinuas uniformemente convergentes sobre X. Probar que

a) (fu + gn)nen converge uniformemente sobre X.

b) si ademéds ambas sucesiones estdn uniformemente acotadas, entonces (f,.gn)nen

es uniformemente convergente.

. Sea X un conjunto y sea B(X) = {g: X — R : g es acotada } con la norma || -||sc-

Sea (fn)nen C B(X).

a) Si (fn)nen converge puntualmente a una funcién f en X, jes cierto que f €

B(X)?

b) Probar que si (f,)nen converge uniformemente en X, entonces existe M > 0 tal
que |fo(z)| <K M Vze X VneN, es decir, (fn)nen es uniformemente acotada.

Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Sea (f,)nen una sucesién de funciones
continuas de X en R y sea f : X — R continua. Probar que (f,)nen converge

uniformemente a f si y sélo si para toda sucesion (x,,),en que converge a x € X, la

sucesion (f,(xy,))nen converge a f(x).

. Es cierto que

a) si lim z,, = 2, entonces existe ng e N tal que z,, > 1,99 para todo n > ng?

b) silimz, = b, entonces existe ng e N tal que z,, < b para todo n > ng?

Consideremos la sucesién definida por z, = (1/2)" para n par y x, = (1/3)" para
n impar. Calcular el limite superior e inferior de las sucesiones x,.1/x, y xrl/ "
Analizar la convergencia de la serie >~ x,. Idem para la sucesién definida por
Ton = (1/2)" y x9p—1 = (1/3)", para todo n natural. Idem para la sucesién definida
por x, = (1/2)" para n par y x, = 0 para n impar. Idem para la sucesién definida

por x, = 1/n para n una potencia de 2 y x, = 0 en otro caso.
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14.

15.

16.

17.

Si la serie a, converge absolutamente robar que también lo hacen las si-
n=0 9
guientes series:

oo oo oo 2
> > >
n ) 1 ) 2 *
a 14+a
n=0 n=0 T an n=0 +ay

Criterio de la Integral

Sea f :[1,4+00) — R3¢ decreciente, continua y tal que HIJP f(x) =0. Para cada

nc N se definen

3

S, =" f(k) T, = /j f(z) do D, =S,—T,

k=1

Probar que:

a) 0< f(n+1)<Dpy1 <D, < f(1),paraneN
b) Existe D = lim D,

n—-+o0o

c) >, f(n) converge si y sélo si [~ f(x) dx converge

d) 0< D, — D < f(n) para todo ne N.

Probar

a) > anb, = Apbyin — > Ak(brsr — i), siendo A, = >0 ay.
b) Si >, a, converge y » > (by41 — b,) converge absolutamente, entonces la

suma Y, a,b, converge.

c) Si ) 7, a, tiene las sumas parciales acotadas, Y~ (b,4+1 — by,) converge abso-

lutamente y b, — 0, entonces Y~ | a,b, converge.

d) (Criterio de Dirichlet) Si > | a,, tiene las sumas parciales acotadas, y b, > 0
es una sucesion decreciente tal que lim,,_,., b, = 0 entonces la serie 220:1 anbn

converge.

e) (Criterio de Leibniz) Si b, > 0 decreciente y lim, ., b, = 0 entonces la serie
S>> (—1)"b, converge.

n=1

oo
Sea (an)nen una sucesion tal que > a, converge absolutamente.
n=1
o0

o
Probar que > a, cos(nz)y > a, sen(nx) convergen uniformemente en R.
n=1 n=1

Sea S = {ny}ren la familia de nimeros naturales tales que no tienen al ”0” en su
representacion decimal. Por ejemplo, 7 S pero 101 ¢ S.

Mostrar que Y oo, i converge a un nimero menor o igual que 90.



18. Estudiar la convergencia de la serie !

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1+ -4+ - 444 4 44—z

3 5 2 7 9 11 4 13 15 17 6

Si converge, calcular el valor de la suma.

19. Mostrar que la serie

[e.e]
—1)" . . .
a) senx = g pH converge uniformemente sobre todo intervalo finito.

(2k +1)!

n

b) f(x) = i (%)2 es continua en R.

k=0
20. Sea f(x) = i _
) B =1+ (nz)*

i Para qué valores de x es absolutamente convergente esta serie?
i Sobre qué intervalos converge uniformemente?

i Sobre qué intervalos no converge uniformemente?

Es f continua en su dominio?

JEs f acotada?

IExtraido de la Competencia Paenza - XV Realizacién.
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