CALCULO AVANZADO PRIMER CUATRIMESTRE DE 2005

PrRACTICA 9 -TEOREMA DE BAIRE Y DIFERENCIACION-

Baire

Ejercicio 1. Sea (X,d) espacio métrico. Se dice que un conjunto A C X es nunca denso si

A°=0.
1. Probar que si A es nunca denso, entonces X — A es denso. Vale el reciproco?

2. Probar que si A es abierto y denso, entonces X — A es nunca denso.

Ejercicio 2. Sea (X, d) espacio métrico y A C X. Probar que son equivalentes
1. A es nunca denso.
2. Toda bola B abierta contiene otra By C B abierta tal que By N A = ()

3. A no es denso en ninguna bola abierta.

Ejercicio 3. Sea Lipa,b] = {f € Cla,b]/ 3k > 0, |f(x) — f(y)| < k|z — y|}.Probar que
Lipla,b]° = 0 en C|a,b).

Ejercicio 4. Probar que el conjunto de funciones continuas que tienen algun intervalo de
monotonia, tiene interior vacio en C|a, b)].

Diferenciacién

Ejercicio 5. Para cada una de las siguientes funciones definidas en R? analizar si existen las
derivadas parciales, si son diferenciables y si son C!.

x
ry

x? +y?
Yy

f(x7y) =

g(w,y) =

h(l‘,y) -

si (xay) # (070) f(0,0) = 9(070) = h(070) =0

Ejercicio 6. Sea f : 2 C R® — R de clase C' donde Q es un abierto convexo. Probar que
|f(z) — f(y)| < IVf(&)]lllz — y|| donde & pertenece al segmento que une x e y.



Ejercicio 7.

1. Sean f : R"™ — R una funci’on de clase C!, S, = {x € R"/ f(x) = a} y ¥p € Sa. Probar
que si Vf(zo) # 0, entonces V f(zg) es ortogonal a S, en xo (i.e. Vf(zo) es ortogonal al
hiperplano tangente a S, que pasa por x).

2. (multiplicadores de Lagrange) Sean f y S, como antes y g : R” — R de clase C, entonces
si zp es un minimo (o maximo) de g restringida a S, y si V f(zg) # 0, existe un A € R tal
que: Vg(zo) = AV f(z0).

Ejercicio 8.

1. Sea T : C([0,1]) — C([0,1]) dada por T(f) = f? . Probar que T es diferenciable y que su
diferencial estd dada por DT'(f)(h) = 2f - h.

2. Sea T : I? — [! dada por (Tz), = x2. Probar que T es diferenciable y calcular su
diferencial.

Varios

Ejercicio 9. Probar que C|0, 1] es separable.

Ejercicio 10. Sea f :[0,1] — R continua tal que

/1 f(x)z"de =0 (n=0,1,2,..)
0

Probar que entonces f =0 en [0, 1].

Un Parcial

Ejercicio 11. Sea K un em compacto y sean f, f, : K — R funciones tales que f, — f en
K. Probar que si f es continua y no se anula en ningin punto de K entonces dng tal que
n>ng = Ve e Kfy(x) #0.

Ejercicio 12. Sean (X,d) un em, A C R"™ un conjunto acotado y f : A — F una funcién
uniformemente continua. Probar que f(A) es totalemente acotado.

Ejercicio 13. Sea T : C[—1,1] — R el operador lineal definido por T'(f) = f(0).
1. Decidir si T es continuo si en C[—1,1] usamos la norma 1.
2. Decidir si T es continuo si en C[—1, 1] usamos la norma oc.

3. Decidir si vale: Vf € C[—1,1] y Ve >03g € C[-1,1] tal que g(0) =0y A || f—g|<e



Ejercicio 14. Sean (an)neny C C una sucecién tal que > 7, ﬁ converge.
- n

1. Sea K C C compacto, probar que existe un ng tal que n > ng = 2 |z |< a,Vx € K

00 1 :
2. anl 7—a, converge absoluta y uniformemente en todo compacto que no contenga a

ningin a,,.

Ejercicio 15. Sea S = {f € C[0,1] : f(0) =0, f(1) = 1}. Probar que existe una tunica f € S
tal que:

3 f(32) si 0<:1:§%
flz) = i si %<m§§
sfBr—2)+3 si f<a<l

Ejercicio 16. Sea S! el circulo unitario en el plano con la métrica usual. Sea f : S! — R una
funcién continua. Probar que existe un x € S* tal que f(z) = f(—x).

Otro Parcial

Ejercicio 17. Sea f : R — R una funcién continua tal que liI_’I_l flx) =3y lim f(z)=1.
n—roo n——oo

Puede ocurrir que f no sea uniformemente continua?

Ejercicio 18. Sea F un Espacio Normado. Sea S C E un subespacio tal que da € S'y 3¢ > 0
tq Be(a) C S. Probar que el subespacio no es propio.

. o« . n+1
Ejercicio 19. Sean f(z) = 7% {"m-
1. Hallar los z € R tales que la serie converge.

2. Probar que si a > 1 = la convergencia es uniforme en [a, +00).

3. Es uniforme la convergencia en (1,2)?

Ejercicio 20. Sea (X, d) un espacio métrico, A, B C X conexos e
Y = {(z,y) e R*:|| (2,9) [lo< 1V L <[ (2,9) [2< 2V 3 <[ (2,9) [l2)}-
Probar que si f: AUB — Y es continua entonces no es sobreyectiva.

Ejercicio 21. Sean f, continuas en [0,1] tales que f,, —Z f. Decidir si vale la siguiente afir-
macién:

1 1
T n dr—pn 0o d
S f(@)de /0 f(2)dz



