CALCULO AVANZADO PriMER CUATRIMESTRE DE 2005

PrRACTICA 1: NUMEROS REALES

“Ahora bien, en cada caso cuando hay una cortadura (A1, A2) que no es producidad por ningin nimero racional, entonces
creamos un nuevo numero irracional; un numero, que consideramos como completamente definido por esta cortadura;
diremos que este nimero a corresponde a la cortadura, o que produce esta cortadura.”

R. DEDEKIND, STETIGKEIT UND IRRATIONALE ZAHLEN, 1872.

Ejercicio 1. Sea A C R un conjunto no vacio acotado superiormente y sea s € R. Probar que

i) s es cota superior de A

s =sup A <= it) Ve>0da€eA:s—e<a<s

Ejercicio 2. Para cada x € R se define A, = {m € Z: m < z}.

i) Verificar que A, # 0 y es acotado superiormente. Concluir que existe el maximo de A,.
Este namero se llama la parte entera de x y se notara [z].

ii) Demostrar que:

Ejercicio 3.
i) Sean z,y € R tales que y — x > 1. Mostrar que existe un entero k tal que x < k < y.
ii) Sean z,y € R tales que x < y. Mostrar que existe r € Q tal que =z < r < y.

iii) Sean r,s € Q tales que r > s. Mostrar que existe un numero irracional entre r y s.

iv) Sean z,y € R tales que z < y. Mostrar que existe un numero irracional entre x e y.

Ejercicio 4.

i) Probar que para cada = € R, existe una sucesion (g, )neny C Q estrictamente decreciente
tal que g, > x para todon € Ny lim ¢, = «.
n—oo

ii) Enunciar y probar un enunciado analogo donde (g, )nen sea estrictamente creciente.
Ejercicio 5. Sean x = (x1,...,2) € R™ y ¢ > 0. Mostrar que existe ¢ = (q1,...,¢mn) € Q™
m 1/2
tal que ||z —¢|| = (Z(xz - qi)2> <e.

i=1

Ejercicio 6. Sea A = {zﬁn / meZ,nec N}. Probar que A es denso en R.

m
Analizar la misma situacién para el conjunto B = {b—n / meZ,née N}, donde b € R+ .

Ejercicio 7. Sean (an)nen, (bn)nen ¥ (¢n)nen sucesiones de nimeros reales tales que



i) dng e N:Vn >ng, a, <b, <ec,

i) lim a, = lim ¢, =/
n—oo n—oo

Probar que lim b, = /.
n—oo

Ejercicio 8.
i) Sea (an)nen una sucesion monotona. Probar que:

(a) Si existe una subsucesion (an, )gen convergente a ¢ € R, entonces (ap)nen converge a
£. >Qué pasa si la subsucesion tiende a 0o?

(b) (an)nen converge <= (an)nen €s acotada.
ii) Demostrar que cualquier subsucesion de una sucesion convergente es también convergente.

iii) Encontrar una sucesion no convergente (a,)nen que verifique lim |a, — apt1| = 0.
n—oo

iv) Analizar la situacion del inciso anterior pero con la condiciéon: lim |a, — an4p| = 0 para
n—oo

todo p € N y estudiar si la respuesta contradice algin resultado conocido.

Ejercicio 9. Mostrar que en un cuerpo totalmente ordenado arquimediano son equivalentes las
afirmaciones siguientes:

i) Toda sucesion acotada tiene una subsucesion convergente.
ii) Toda sucesion de Cauchy es convergente.

iii) Si (Ip)n>1 es un encaje de intervalos cerrados cuyas longitudes tienden a cero, entonces
[e.9]
existe un tnico z € ﬂ I,.
n=1

iv) Todo conjunto acotado superiormente y no vacio tiene supremo.

v) Toda sucesion monodtona y acotada superiormente tiene supremo.

Ejercicio 10. Sean z,y € Ry (z;)i>0, (y;);>0 desarrollos de ambos en base b > 1. Se supone
que el desarrollo de y es infinito, i.e., para todo n € N existe ¢ > n con y; > 0.

i) Probar que si x; = y; para todo i <n — 1y z, < y,, entonces x < y.

ii) Deducir que el orden entre x e y es el mismo que el de los primeros términos en que difieren
sus desarrollos.

iii) Manteniendo las hipotesis de i), sea z € [z, y]. Probar que entonces z tiene un desarrollo
en base b con z; = x; = y; para todo i < n — 1.

Ejercicio 11. Sea (a,)nen una sucesion acotada de nimeros reales. Para cadan € N se considera
An ={ax : k>n}. Sean A\, =sup A, y 7, = inf 4,,.

i) Probar que (A, )nen es decreciente y (7vy,)nen €s creciente. Concluir que (Ap)nen ¥ (Yn)nen
son sucesiones convergentes. Al limite de la sucesion (Ay)nen (resp. (Yn)nen) lo llamare-
mos limite superior (resp. limite inferior) de (ap)nen vy lo notaremos limsupa, (resp.
liminf a,,).

ii) Sean o = liminfa, y 8 = limsupa,, y sea € > 0. Probar que a la derecha de §+ ¢y ala
izquierda de v — € existen finitos términos de (a,)pen-. >Vale la reciproca?



Ejercicio 12. Hallar los limites superior e inferior de las siguientes sucesiones:

1,3, -1,1,3 -1, 1, 3, -1, ...
3

) ()

i) (=1)"(2+

iii) (1 - %) sen (n%)

S2n— 1
iv) (Sn)nen definida por: s1 =0, 52, = % ) Santl = 5 + son
n n
v 5[5
Ejercicio 13.
i) Encontrar una sucesion (x,) C R tal que liminfz, = —3, limsupz, = 5 y el conjunto

{zy, / n € N} sea infinito.

ii) >Es cierto que
(a) si limsupx, = 2, entonces existe ng € N tal que x,, > 1,99 para todo n > ng?

(b) si limsup z, = b, entonces existe ng € N tal que z,, < b para todo n > ng?

Ejercicio 14. Sea (a,)nen una sucesion de numeros reales acotada.
i) Probar que o = limsup a,, si y solo si para cada € > 0 se verifica:

(a) dng € N tal que Vn > ng, ap, < a+¢
(b) Vn e N 3m > n tal que a,, > a— ¢

ii) Demostrar que o = limsup a,, si y s6lo si se verifican las dos condiciones siguientes:
(a) Existe una subsucesion (an;)jen tal que ]11)11010 an,; = .

(b) Si (an,)jen es una subsucesion convergente, entonces lim a,; < «
j—00

Ejercicio 15. Sea (ap)neny C R acotada. Probar que lim a, = ¢ si y solo si limsupa, =
n—oo

liminf a,, = /.

Ejercicio 16. Sean (an)nen , (bn)nen sucesiones reales acotadas. Probar que:
i) limsup(a, + by,) < limsup a,, + limsup by,
ii) limsup(ay,.b,) < limsup a,. limsup by, si a,,b, >0
iii) si ¢ > 0 entonces, limsup(c.a,) = c.limsup ay,

Enunciar y probar resultados analogos para lim inf.



Ejercicio 17. Sea (an)nen C Rso.

An+1 An+1

i) Probar que: liminf < liminf ¥/a, <limsup /a, < limsup

Qn Qn

.. . . . . An+1
ii) Deducir que si existe lim
n—oo QA

= A € R, entonces, lim a, = A.
n—oo

n '
iii) Calcular lim —
n—oo n

Ejercicio 18. Sean z,y € [0, 1] dos numeros reales dados por sus desarrollos en base b > 1:

o 00 vi
Tr = FZ y:ZlT’Z (ngi,yi<b—1)
=1 i=1

Se supone que el desarrollo de y es infinito, i.e. para todo n € N, existe ¢ > n con y, > 0.

1. Probar que si ; = y; para todo : <n —1, y x, < y, entonces z < y.

2. Deducir que el orden entre x e y es el mismo que el de los primeros términos en que difieren
en sus desarrollos.

3. Manteniendo las hipotesis de i), sea z € [x,y]. Probar que entonces z tiene un desarrollo
en base b con z; = x; = y; para todo i < n — 1.

Ejercicio 19. Hallar el desarrollo en base 2,3 y 16 de los nimeros 2.25, 10.7, 27 y 255.



