CALCULO AVANZADO PRIMER CUATRIMESTRE DE 2007

PrRAcCTICA 4: ESPACIOS METRICOS

Ejercicio 1.

i) Sea G la coleccién de todas las bolas B(gq,r) de R™ con centro ¢ € Q" y radio racional r. Sea S C R"
abierto y z € S. Probar que 3 By € G tal que x € B, C S.

ii) Probar que R™ (con la distancia euclidea) es separable.

Ejercicio 2. Sea R™ = {(a,)nen CR / 3ng : a, =0 V1 > ng}.
Se considera la aplicacién duy : RN x RN — R definida por deo ((an)nen, (bp)nen) = sup{|a, —by| : n € N}.
Probar que (R, d..) es un espacio métrico separable.

Ejercicio 3. Sea (X,d) un espacio métrico, que verifica que cada cubrimiento abierto de X tiene un
subcubrimiento numerable. Probar que X es separable.

Ejercicio 4. Sea (X, d) un espacio métrico separable. Probar que toda familia de subconjuntos de X no
vacios, abiertos y disjuntos dos a dos es a lo sumo numerable. Deducir que el conjunto de puntos aislados
de X es a lo sumo numerable.

Ejercicio 5. Sean (X, d) e (Y, d’) espacios métricos. Probar que (X x Y, d) es separable si y sélo si (X, d)
e (Y,d’) lo son.

Ejercicio 6. Probar que (¢!,d;) es separable.
Ejercicio 7. ;Es el espacio (£*°,d) separable?.
Ejercicio 8. Sea (X, d) un espacio métrico y sea (zy)nen C X. Probar:

i) lim x, = x siy sélo si para toda subsucesién (zp, Jken, lim z, =z
n—oo k—o0

ii) Si existe € X para el cual toda subsucesion (z,, )ren de (n)nen tiene una subsucesion (zy, )jen tal
J

que lim z,, =z, entonces (zy)nen converge y lim z, =z
j—o0 J n—o0o
iii) Si (zy)nen es convergente, entonces (x,)nen es de Cauchy. ;Vale la reciproca?

Ejercicio 9. Probar que si toda bola cerrada de un espacio métrico X es un subespacio completo de X,
entonces X es completo.

Ejercicio 10. Sea (X, d) un espacio métrico.
i) Probar que todo subespacio completo de (X, d) es un subconjunto cerrado de X.

ii) Probar que si X es completo, entonces todo subconjunto F' C X cerrado, es un subespacio completo
de X.

Ejercicio 11.

i) Sea X un espacio métrico y sea B(X) ={f: X — R / f es acotada }. Probar que (B(X),d) es un
espacio métrico completo, donde dw(f, g) = sup | f(z) — g(z)|.
zeX

ii) Sean a,b € R, a < b. Probar que (Cla, b, d~) es un espacio métrico completo.



Ejercicio 12. Sea (X, d) un espacio métrico y sea D C X un subconjunto denso con la propiedad que toda
sucesion de Cauchy (ap)neny C D converge en X. Probar que X es completo.

Ejercicio 13. Sean (X, d) un espacio métrico completo sin puntos aislados y sea D un subconjunto denso
y numerable de X. Probar que D no es un Gs.

Ejercicio 14. Demostrar que no existe ninguna funcién f : R — R que sea continua sélo en los racionales.
Sugerencia: Para cada n € N considerar

1
U, = {a: €R / 3U C R abierto con z € U y diam(f(U)) < ;}

Ejercicio 15. Sea (I,)nen la sucesién de intervalos de [0, 1] con extremos racionales y para cada n € N sea
E,={feC[0,1] / f es mondtona en I,}.
i) Probar que para cada n € N, E,, es cerrado y nunca denso en (C]0, 1], dxo)-

ii) Deducir que existen funciones continuas en el intervalo [0, 1] que no son monétonas en ningun subin-
tervalo.



