CALCULO AVANZADO PRIMER CUATRIMESTRE DE 2007

PrAcTICA 6: ESpPAcios METRICOS

Ejercicio 1.

i) Sea f : R>, — R una funcién que es uniformemente continua en [a,b] y también en [b, +00).
Probar que f es uniformemente continua en R>,.

ii) Deducir que y/z es uniformemente continua en R>g.

iii) Sea f : R — R continua y tal que lim,; ,  f(z) = limy—4oo f(z) = 0. Probar que f es
uniformemente continua en R.

Ejercicio 2. Sea (X,d) un espacio métrico y sea A C X compacto. Probar quesi f: A — R es
continua y f(z) > 0 para todo x € A, entonces existe K > 0 tal que f(z) > K para todo = € A.

Ejercicio 3. Sea f : R — R una funcién continua y abierta.

i) Probar que f no tiene extremos locales; es decir, no existen g € Ry ¢ > 0 tales que f(z¢) < f(x)
(resp. f(zo) > f(x)) para todo = € (zg —&,x0 + €)

ii) Comprobar que existen a,b € RU {—00, 00} tales que f(R) = (a,b).

iii) Mostrar que f : R — (a,b) es un homeomorfismo y que ella y su inversa son funciones
monotonas.

Ejercicio 4. Sea (X,d) un espacio métrico compacto y sea f : X — R una funcién semicontinua
superiormente. Probar que f estd acotada superiormente en X y que f alcanza maximo en X.

Ejercicio 5. Sean (X,d) e (Y,d') espacios métricos y sea f: X — Y una funcién que satisface:

d'(f(x1), f(x2)) < ¢ d(x1,22)

para todo z1,x2 € X, donde ¢ > 0. Probar que f es uniformemente continua.
Ejercicio 6.

i) Sean (X,d) e (Y, d’) espacios métricos, A C X y f: X — Y una funcién. Probar que si existen
a >0, (Tn)neN, (Yn)nen C A sucesiones y ng € N tales que

(a) d(l'nyyn) — 0 paran — oo
(b) d'(f(xn), f(yn)) > o para todo n > ng

entonces f no es uniformemente continua en A.
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ii) Verificar que la funcién f(z) = z* no es uniformemente continua en R. ;Y en R<_,?

iii) Verificar que la funcién f(x) = sen (1/x) no es uniformemente continua en (0, 1).
Ejercicio 7.

i) Sea f: (X,d) — (Y,d’) una funcién uniformemente continua y sea (z,)nen una sucesion de
Cauchy en X. Probar que (f(x,))nen es una sucesiéon de Cauchy en Y.



ii) Sea f:(X,d) — (Y,d') un homeomorfismo uniforme. Probar que (X, d) es completo si y sélo
si (Y,d') es completo.

En particular, si un espacio métrico X es completo para una métrica lo es para cualquier otra
métrica uniformemente equivalente.

Ejercicio 8.
i) Dar un ejemplo de una funcién f : R — R acotada y continua pero no uniformemente continua.

ii) Dar un ejemplo de una funcién f : R — R no acotada y uniformemente continua.

Ejercicio 9. Sea f : (X,d) — (Y,d’) una funcién uniformemente continua, y sean A,B C X
conjuntos no vacios tales que d(A, B) = 0. Probar que d'(f(A), f(B)) = 0.

Ejercicio 10. Sean X e Y espacios métricos, Y completo. Sea D C X denso y sea f: D — Y una
funcién uniformemente continua. Probar que f tiene una unica extension continua a todo X, es decir,
existe una tunica funcién F : X — Y continua tal que F|p = f. (Més atn, F' es uniformemente
continua).

Ejercicio 11. Decidir cudles de los siguientes subconjuntos son conexos:
{reR?2/0<|z| <2} N [0,1) Q |, {L/neN}

B(a,¢) (¢ > 0) en un espacio métrico (X, d).

Ejercicio 12. Dar ejemplos de conjuntos conexos A, B C R™ tales que A N B no sea conexo. Idem
para A\ B.

Ejercicio 13. Sean X un espacio métricoy C C X
i) Probar que si C es conexo y x es un punto de acumulacién de C' entonces C'U {z} es conexo.
ii) Determinar la validez de las siguientes afirmaciones:
(a) Si C es conexo, entonces C° es conexo.

(b) Si C es conexo, entonces C' es conexo.

Ejercicio 14. Sea (X, d) un espacio métrico y sea C' C X. Probar que son equivalentes:

i) C es conexo.

)
ii) No existen U, V abiertos en X y disjuntos, de modo que CNU £ D, CNV APy C CUUV.
)

iii) Si A C C es no vacio y abierto y cerrado en C', entonces A = C.

iv) Toda funcién f: C — {0,1} continua es constante.
Ejercicio 15. Sea f : R — Z continua. Probar que f es constante.
Ejercicio 16. Probar que si n > 2 no existe un homeomorfismo entre R y R".
Ejercicio 17.
i) Probar que si f:[0,1] — [0, 1] es continua, existe z € [0, 1] tal que f(zp) = xo.

ii) Sea (X, d) un espacio métrico conexo y sea f : X — R una funcién continua. Sean a,b € f(X)
tales que a < b. Probar que para todo ¢ € [a, b] existe z € X tal que f(z) = c.



iii) Probar que si (X, d) es conexo, entonces fX =10 X > c.
Ejercicio 18. Hallar las componentes conexas de los siguientes subconjuntos de R y de R?
i) arcsen([¥2, 1)) iii) B((—1,0),1) U B((1,0),1)
i) Q iv) B((—1,0),1) U B((1,0),1) u{(0,0)}

Ejercicio 19. Para cadan € N, sea A, = {1} x[0,1], y sea X = (J A,U{(0,0),(0,1)}. Probar que:
neN

i) {(0,0)} v {(0,1)} son componentes conexas de X
ii) Si B C X es abierto y cerrado en X, entonces {(0,0),(0,1)} € B 6 {(0,0),(0,1)} N B = 0.

Ejercicio 20. Sea (X, d) un espacio métrico. Probar que las componentes conexas de X son conjuntos
cerrados.

Ejercicio 21. Sea (X,d) un espacio métrico. Un conjunto A C X se dice arcoconezo (o conexo por
arcos) si para todo par de puntos a,b € A existe una funcién continua f : [0,1] — X tal que f(0) =a

y f(1) =0
i) Probar que todo conjunto arcoconexo es conexo.

ii) Exhibir un ejemplo de un conjunto conexo que no sea arcoconexo.

Ejercicio 22. Decidir cudles de los siguientes conjuntos son arcoconexos:

Ejercicio 23. Sean (X,d) un espacio métrico arcoconexo, (Y,d') un espacio métrico y
f:X — Y una funcién continua. Probar que el conjunto f(X) es arcoconexo.

Ejercicio 24. En el espacio (C]0, 1], dw) se considera el conjunto
U={feC[0,1]: f(z) #0Vz €[0,1]}

Probar que U es abierto y hallar sus componentes conexas.



