
C�alculo Avanzado Segundo Cuatrimestre de 2007

Pr�actica 1: N�umeros Reales

Ejercicio 1. Sea A � R un conjunto no vac��o acotado superiormente y sea s 2 R. Probar que

s = supA () i) s es cota superior de A
ii) 8 " > 0 9 a 2 A : s� " < a � s

Ejercicio 2. Para cada x 2 R se de�ne Ax = fm 2 Z : m � xg.
i) Veri�car que Ax 6= ; y es acotado superiormente. Concluir que existe el m�aximo de Ax.

Este n�umero se llama la parte entera de x y se notar�a [x].

ii) Demostrar que:

(a) 0 � x� [x] < 1 8x 2 R.
(b) [x] = x () x 2 Z
(c) [x+ y] � [x] + [y] + 1

(d) x < y ) [x] � [y]

Ejercicio 3.

i) Sean x; y 2 R tales que y � x > 1. Mostrar que existe un entero k tal que x < k < y.

ii) Sean x; y 2 R tales que x < y. Mostrar que existe r 2 Q tal que x < r < y.

iii) Sean r; s 2 Q tales que r > s. Mostrar que existe un n�umero irracional entre r y s.

iv) Sean x; y 2 R tales que x < y. Mostrar que existe un n�umero irracional entre x e y.

Ejercicio 4.

i) Probar que para cada x 2 R, existe una sucesi�on (qn)n2N � Q estrictamente decreciente
tal que qn � x para todo n 2 N y lim

n!1
qn = x.

ii) Probar un enunciado an�alogo donde (qn)n2N sea estrictamente creciente.

Ejercicio 5. Sean x = (x1; : : : ; xm) 2 Rm y " > 0. Mostrar que existe q = (q1; : : : ; qm) 2 Qm

tal que kx� qk =
� mX
i=1

(xi � qi)
2
�1=2

< ".

Ejercicio 6. Sea A =
nm
2n

.
m 2 Z ; n 2 N

o
. Probar que A es denso en R.

Analizar la misma situaci�on para el conjunto B =
nm
bn

.
m 2 Z ; n 2 N

o
, donde b 2 R>1.

Ejercicio 7. Sean (an)n2N, (bn)n2N y (cn)n2N sucesiones de n�umeros reales tales que
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i) 9n0 2 N : 8n � n0; an � bn � cn

ii) lim
n!1

an = lim
n!1

cn = `

Probar que lim
n!1

bn = `.

Ejercicio 8.

i) Sea (an)n2N una sucesi�on mon�otona. Probar que:

(a) Si existe una subsucesi�on (ank)k2N convergente a ` 2 R, entonces (an)n2N converge a
`. >Qu�e pasa si la subsucesi�on tiende a 1?

(b) (an)n2N converge () (an)n2N es acotada.

ii) Demostrar que cualquier subsucesi�on de una sucesi�on convergente es tambi�en convergente.

iii) Encontrar una sucesi�on no convergente (an)n2N que veri�que lim
n!1

jan � an+1j = 0.

iv) Analizar la situaci�on del inciso anterior pero con la condici�on: lim
n!1

jan � an+pj = 0 para

todo p 2 N y explicar por qu�e la respuesta no contradice ning�un resultado conocido.

Ejercicio 9. Sea (an)n2N una sucesi�on acotada de n�umeros reales. Para cada n 2 N se considera
An = fak : k � ng. Sean �n = supAn y n = inf An.

i) Probar que (�n)n2N es decreciente y (n)n2N es creciente. Concluir que (�n)n2N y (n)n2N

son sucesiones convergentes. Al l��mite de la sucesi�on (�n)n2N (resp. (n)n2N) lo llamare-
mos l��mite superior (resp. l��mite inferior) de (an)n2N y lo notaremos lim sup an (resp.
lim inf an).

ii) Sean � = lim inf an y � = lim sup an, y sea " > 0. Probar que a la derecha de � + " y a la
izquierda de �� " existen a lo sumo �nitos t�erminos de (an)n2N.

Ejercicio 10. Hallar los l��mites superior e inferior de las siguientes sucesiones:

i) 1; 3; �1; 1; 3; �1; 1; 3; �1; : : :

ii) (�1)n
�
2 +

3

n

�

iii)
�
1� 1

n

�
sen

�
n
�

2

�

iv) (sn)n2N de�nida por: s1 = 0 , s2n =
s2n�1

2
, s2n+1 =

1

2
+ s2n

v)
n

3
�
hn
3

i

Ejercicio 11. Sea (an)n2N una sucesi�on de n�umeros reales acotada.

i) Probar que � = lim sup an si y s�olo si para cada " > 0 se veri�ca:

(a) 9n0 2 N tal que 8n � n0, an < �+ "
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(b) 8n 2 N 9m � n tal que am > �� "

ii) Demostrar que � = lim sup an si y s�olo si se veri�can las dos condiciones siguientes:

(a) Existe una subsucesi�on (anj )j2N tal que lim
j!1

anj = �.

(b) Si (anj )j2N es una subsucesi�on convergente, entonces lim
j!1

anj � �.

Ejercicio 12. Sea (an)n2N � R acotada. Probar que lim
n!1

an = ` si y s�olo si lim sup an =

lim inf an = `.

Ejercicio 13. Sean (an)n2N , (bn)n2N sucesiones reales acotadas. Probar que:

i) lim sup(an + bn) � lim sup an + lim sup bn

ii) lim sup(an � bn) � lim sup an � lim sup bn, si an; bn � 0

iii) si c > 0 entonces, lim sup(c � an) = c � lim sup an

Probar resultados an�alogos para lim inf.

Ejercicio 14. Sea (an)n2N � R>0.

i) Probar que: lim inf
an+1

an
� lim inf n

p
an � lim sup n

p
an � lim sup

an+1

an

ii) Deducir que si existe lim
n!1

an+1

an
= A 2 R1 entonces, lim

n!1
n
p
an = A.

iii) Calcular lim
n!1

n
p
n!

n

Ejercicio 15. Sean x; y 2 [0; 1] dos n�umeros reales dados por sus desarrollos en base b > 1:

x =
1X
i=1

xi

bi
y =

1X
i=1

yi

bi
(0 � xi; yi < b� 1)

Se supone que el desarrollo de y es in�nito, i.e. para todo n 2 N, existe i > n con yi > 0.

1. Probar que si xi = yi para todo i � n� 1, y xn < yn entonces x < y.

2. Deducir que el orden entre x e y es el mismo que el de los primeros t�erminos en que di�eren
sus desarrollos.

3. Manteniendo las hip�otesis de 1), sea z 2 [x; y]. Probar que entonces z tiene un desarrollo
en base b con zi = xi = yi para todo i � n� 1.

Ejercicio 16. Hallar el desarrollo en base 2,3 y 16 de los n�umeros 2.25, 10.7, 27 y 255.
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