CALCULO AVANZADO SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2007

PrAcTICA 1: NUMEROS REALES

Ejercicio 1. Sea A C R un conjunto no vacio acotado superiormente y sea s € R. Probar que

i) s es cota superior de A

s=sup A it) Ve>03a€A:s—e<a<s

Ejercicio 2. Para cada z € R se define A, ={m € Z: m < z}.

i) Verificar que A, # () y es acotado superiormente. Concluir que existe el maximo de A,.
Este ntmero se llama la parte entera de x y se notard [z].

ii) Demostrar que:

Ejercicio 3.

i) Sean z,y € R tales que y — z > 1. Mostrar que existe un entero k tal que z < k < y.

ii) Sean z,y € R tales que z < y. Mostrar que existe r € Q tal que z < r < y.

iii) Sean r,s € Q tales que r > s. Mostrar que existe un nimero irracional entre r y s.

iv) Sean z,y € R tales que x < y. Mostrar que existe un nimero irracional entre z e y.

Ejercicio 4.

i) Probar que para cada = € R, existe una sucesién (g,)nen C Q estrictamente decreciente
tal que g, > = para todon € Ny lim ¢, = .
n—oo

ii) Probar un enunciado andlogo donde (¢,)nen sea estrictamente creciente.
Ejercicio 5. Sean = = (z1,...,2y) € R™ y ¢ > 0. Mostrar que existe ¢ = (q1,...,qm) € Q™
m 1/2
tal que ||z —q|| = (Z(wz - qi)2) <e.

i=1

Ejercicio 6. Sea A = {% / meZ,ne N}. Probar que A es denso en R.

Analizar la misma situacién para el conjunto B = {bﬂ” / meZ,néeE N}, donde b € Ry ;.

Ejercicio 7. Sean (ap)neN, (bn)neN ¥ (Cn)nen sucesiones de ntimeros reales tales que



i) I3ng €N:Vn>ng, an < b, <cp
ii) lim a, = lim ¢, =/
n—oo n—oo

Probar que lim b, = /.
n—00

Ejercicio 8.
i) Sea (ap)nen una sucesién mondtona. Probar que:

(a) Si existe una subsucesién (an, )gen convergente a £ € R, entonces (ap)pen converge a
£. ; Qué pasa si la subsucesion tiende a 0o?

(b) (an)nen converge <= (an)nen €s acotada.
ii) Demostrar que cualquier subsucesién de una sucesién convergente es también convergente.

iii) Encontrar una sucesién no convergente (ay)nen que verifique lim |a, — apt1| = 0.
n—oo

iv) Analizar la situacién del inciso anterior pero con la condicién: lim |a, — apyp| = 0 para
n—oo

todo p € N y explicar por qué la respuesta no contradice ningtn resultado conocido.

Ejercicio 9. Sea (ay)nen una sucesién acotada de niimeros reales. Para cada n € N se considera
Ap ={ap : k>n}. Sean \, =sup A4, y v, = inf 4,,.

i) Probar que (A,)nen es decreciente y (y,)nen es creciente. Concluir que (Ap)nen ¥ (Vn)neN
son sucesiones convergentes. Al limite de la sucesién (A )nen (resp. (Vn)nen) lo llamare-
mos limite superior (resp. limite inferior) de (ap)nen vy lo notaremos limsupa, (resp.
liminf a,).

ii) Sean o« = liminfa, y 8 = limsupa,, y sea ¢ > 0. Probar que a la derecha de 4+ ¢ y a la
izquierda de o — ¢ existen a lo sumo finitos términos de (ay)nen.

Ejercicio 10. Hallar los limites superior e inferior de las siguientes sucesiones:

i) 1,3 -1,1,3, -1, 1, 3, -1, ...
y nlo 3
i) (=1) (“H)

iii) (1 — %) sen (ng)

iv) (Sp)nen definida por: s1 =0, s9, =
Tae
3 3

Ejercicio 11. Sea (an)nen una sucesién de nimeros reales acotada.

S2n—1 1
o Sopt1 = B + Son

i) Probar que @ = limsup a,, si y sélo si para cada ¢ > 0 se verifica:

(a) dng € N tal que Vn > ng, ap < a+¢



(b) Vne Ndm >n tal que a, > o — ¢
ii) Demostrar que a = limsup a,, si y sélo si se verifican las dos condiciones siguientes:
(a) Existe una subsucesién (an,)jen tal que lim a,, = a.
J ]HOO J

(b) Si (an,)jen es una subsucesion convergente, entonces Aliﬁm an; < a.
7 oo

Ejercicio 12. Sea (an)nen C R acotada. Probar que lim a, = £ si y sélo si limsupa, =
n—oo

lim inf a,, = 4.

Ejercicio 13. Sean (an)nen , (bn)nen sucesiones reales acotadas. Probar que:
i) limsup(a, + b,) < limsup a,, + limsup b,
ii) limsup(ay, - by) < limsup ay, - lim sup by, si ap, b, >0
iii) si ¢ > 0 entonces, limsup(c- a,) = ¢ - limsup ay,

Probar resultados analogos para lim inf.

Ejercicio 14. Sea (ap)nen C Rsg.

. .. s Q@ .. . . a

i) Probar que: liminf Sntl < liminf /a, < limsup Va, < limsup ntl
Gn Gn

ii) Deducir que si existe lim ntl_pe R, entonces, lim ¥a, = A.
n—0o QA n—o00

n

. n!

iii) Calcular lim —
n—o0o N

Ejercicio 15. Sean z,y € [0, 1] dos ntimeros reales dados por sus desarrollos en base b > 1:
x

i=1 1

172 (0 < @iy <b-—1)
=1
Se supone que el desarrollo de y es infinito, i.e. para todo n € N, existe ¢ > n con y; > 0.

1. Probar que si x; = y; para todo 1 <n —1, y z, < y, entonces x < y.

2. Deducir que el orden entre x e y es el mismo que el de los primeros términos en que difieren
sus desarrollos.

3. Manteniendo las hipdtesis de 1), sea z € [z,y]. Probar que entonces z tiene un desarrollo
en base b con z; = z; = y; para todo 1 < n — 1.

Ejercicio 16. Hallar el desarrollo en base 2,3 y 16 de los ntimeros 2.25, 10.7, 27 y 255.



