CALCULO AVANZADO SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2007

PrRAcCTICA 3: ESPACIOS METRICOS

Ejercicio 1. Probar que toda coleccién de conjuntos abiertos disjuntos de R™ es necesariamente
a lo sumo numerable. Dar un ejemplo de colecciéon de conjuntos cerrados disjuntos que no sea a
lo sumo numerable.

Ejercicio 2. Sea S C R" . Un punto x € R" es un punto de condensacion de S si toda n-bola
B(z) tiene la propiedad de que B(z) NS es no numerable. Probar que si S es no numerable
entonces existe un punto z € S de condensacién de S.

Ejercicio 3. Sea .S C R", probar que la coleccién de puntos aislados de S es a lo sumo numerable.

Ejercicio 4. Se definen las funciones d; : R x R — R (1 <7 < 5) por:
di(z,y) = (x—y)* ,  delzy)=Vi]g—yl ,  ds(z,y) = 2" -y
|z —y
de(z,y) = |z — 2 , ds(z,y) = ————
a(z,y) = | Yl 5(2,y) PR P—
Determinar cudles de estas funciones son métricas en R.
Ejercicio 5.

i) Probar que las siguientes funciones son métricas en R™:

n
a) di(z,y) = |zi — yil
i=1

n

) o) = (Y- w?)

i=1

¢) doo(z,y) = sup |z; — yl.
1<i<n

ii) Para n = 2, dibujar las tres bolas abiertas B(0, 1) de centro 0 € R? y radio 1.

Ejercicio 6. Sea X un conjunto y § : X x X — R definida por

1 siz
6(m,y):{0 sixiz

Verificar que ¢ es una métrica y hallar los abiertos de (X, J).
NoOTA: § se llama métrica discreta y (X,d) espacio métrico discreto.
o

Ejercicio 7. Sea ¢! = {(ap)nen CR / Z lan| es convergente}. Se considera d : ! x /! — R

n=1

definida por d((an)nen, (bn)nen) = Z |an, — by|. Probar que (¢!, d) es un espacio métrico.

n=1

Ejercicio 8. Sea ¢ = {(an)nen C R / (an)nen es acotada}. Se considera d : £ x {* — R

definida por d((an)nen, (bn)nen) = sup |a, — by|. Probar que (¢°°,d) es un espacio métrico.
neN

Ejercicio 9. Dados a,b € R, a < b, se define Cla,b] = {f : [a,b] = R / f es continua }. Probar
que son espacios métricos:



b
i) (Cla,bl,dv), con du(f,g) = / (@) - g()] da

i) (Cla, B, doo), con doolfo0) = sup |f(z) — g()].
z€a,b]

Ejercicio 10. Sean (X1,d;1) y (X9, ds) espacios métricos. Probar que las siguientes aplicaciones
definen métricas en el conjunto X; x Xo

1) d: (X1 X XQ) X (X1 X XQ) — R dada por d((fEl,IEQ), (yl,yg)) = dl(.’El,yl) + d2(x27y2)'

11) doo : (X1 XXQ)X(Xl XXQ) — R dada por doo((.’El,:BQ), (yl,yz)) = mzix{dl(:zrl,yl),dg(xg,yg)}.

Ejercicio 11.

d(z,y)

' A e
T=d(2.9)" Probar que d' es una métrica

i) Sea (X,d) un espacio métrico. Se define d'(z,y) =
en X topoldgicamente equivalente a d.

ii) Sea (X,,d,)nen una sucesion de espacios métricos tales que para cada n € N vale 0 <
dp(z,y) < 1 para todo par de elementos z,y € X,,. Para cada £ = (zp)neN, ¥ = (Yn)neN
definimos:

n=1

0
Probar que d es una métrica en el espacio producto X = HX”

n=1

iii) Sea (X, d) un espacio métrico. Llamamos XN al conjunto de las sucesiones de X. Mostrar
que XN es un espacio métrico con una distancia conveniente.

Ejercicio 12. Sean dy y do las métricas en R™ definidas en el Ejercicio 5. Mostrar que un
conjunto es abierto para do, siy sélo si lo es para ds.

Ejercicio 13. Propiedades topoldgicas. Sea (X,d) un espacio métrico y sean A, B C X

i) Probar las siguientes propiedades del interior de un conjunto:

o) A2 = |J @

G aé)giejto
b) 0°=0 y X°=X
c) ACB — A° C B°
d) (AN B)° = A°NB°. ;Se puede generalizar a una interseccién infinita?
e) (AUB)® D A°UB°. ;Vale la igualdad?

ii) Probar las siguientes propiedades de la clausura de un conjunto:

a) A= ﬂ F
F cerrado
ACF
D=0 y X=X
c) ACB = ACB

d) AUB =AUB. ;Se puede generalizar a una unién infinita?




e) ANBCANB

f) x€ A <= Existe una sucesion (z,)nen C A tal que z, — «
iii) Probar las siguientes propiedades que relacionan interior y clausura:

a) (X -A)P°=X-4

b) X —A=X—-A°

;Son ciertas las igualdades: A= A° | A°=(A)°?

iv) Probar las siguientes propiedades de la frontera de un conjunto:

a) 0A=ANX - A

b) OA es cerrado

c) 0A=0(X — A)

Ejercicio 14. Sea (X, d) un espacio métrico y sean G C X abierto y F C X cerrado. Probar
que F' — G es cerrado y G — F' es abierto.

Ejercicio 15. Sea (X, d) un espacio métrico. Dados a € X y r € Rsg, llamamos bola cerrada
de centro a y radio r al conjunto Bla,r] = {z € X / d(z,a) <r}.

i) Probar que Bla,r] es un conjunto cerrado y que B(a,r) C Bla,r].

ii) Dar un ejemplo de un espacio métrico y una bola abierta B(a,r) cuya clausura no sea
Bla,r].

Ejercicio 16. Sean (X, d;) e (Y, d2) espacios métricos. Se considera el espacio métrico (X xY, d),
donde d es la métrica definida en el Ejercicio 10. Probar que para A C X y B C Y valen:

i) (Ax B)° = A° x B°
i) AxB=4AxB

Ejercicio 17. Sea (X, d) un espacio métrico y sean A, B subconjuntos de X.
i) Probar las siguientes propiedades del derivado de un conjunto:

a) A’ es cerrado

b) ACB =  A'CH
¢) (AuB) =AUB

d) A=AUA

e) (A) =

ii) Probar que z € X es un punto de acumulacién de A C X si y sélo si existe una sucesion
(Zn)nen € A tal que z,, — =y (zy)neN 1O es casi constante.

Ejercicio 18. Hallar interior, clausura, conjunto derivado y frontera de cada uno de los siguien-
tes subconjuntos de R. Determinar cudles son abiertos o cerrados.

[0,1] 0,1 ; Q@ ; Qnjo,1 z 0,1) U {2}

Ejercicio 19. Sea C el conjunto de Cantor.



1. Probar que C es cerrado y acotado (luego compacto).

2. Probar que C es perfecto (i.e. C = C' y no vacio).

3. Probar que C tiene interior vacio.

4. Probar que x € C si y sélo si su desarrollo en base 3 tiene sélo las cifras 0 y 2.

5. Probar que C tiene la potencia del continuo.

Ejercicio 20. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Probar que si P C Xes perfecto entonces
es no numerable.

Ejercicio 21. Sea (X, d) un espacio métrico y sean (Zp)neN, (Yn)nen sucesiones en X .
i) Si lim z, =z y lim y, =y, probar que lim d(z,,y,) = d(z,y).
n—00 n—00 n—r00

ii) Si (Zp)neN 5 (Yn)nen son dos sucesiones de Cauchy en X, probar que la sucesién real
(d(xn, yn))nen €s convergente.

Ejercicio 22. Sea (X,d) un espacio métrico. Dados A C X no vacio y z € X, se define la
distancia de x a A como d(z, A) = inf{d(z,a) / a € A}. Probar:

i) |d(z,A) —d(y,A)| <d(z,y) para todo par de elementos z,y € X

i) r€e A = d(z,A) =

iv) B(A,r) ={z € X / d(z,A) <r} es abierto para todo r > 0

i)

i)

iii) d(z,A) =0 <= z€A

) B

v) B[A,r]={z € X / d(z,A) <r} es cerrado para todo r > 0

Ejercicio 23. Un subconjunto A de un espacio métrico X se dice un G5 (resp. un F,) si es

interseccién de una sucesién de abiertos (resp. unién de una sucesién de cerrados) de X.
i) Probar que el complemento de un G5 es un Fj.
ii) Probar que el complemento de un F, es un Gj.

ii) Probar que todo cerrado es un Gs. Deducir que todo abierto es un Fj.

)
)
)
iv) a) Exhibir una sucesién de abiertos de R cuya interseccién sea [0,1). Idem con [0, 1].
b) Exhibir una sucesién de cerrados de R cuya unién sea [0, 1).

i, Qué conclusién saca de estos ejemplos?

Ejercicio 24. Sea (X,d) un espacio métrico. Dados A, B C X no vacios se define la distancia
entre A y B por d(A,B) = inf{d(a,b) / a € A, b € B}. Determinar si las siguientes
afirmaciones son verdaderas o falsas:

= d(4, B)

AB)=0 <= ANB#

=0 <= ANnB#J
< d(A,C) +d(C, B)



