
C�alculo Avanzado Segundo Cuatrimestre de 2007

Pr�actica 6: Espacios M�etricos

Ejercicio 1.

i) Sea f : R�a �! R una funci�on que es uniformemente continua en [a; b] y tambi�en en [b;+1).
Probar que f es uniformemente continua en R�a.

ii) Deducir que
p
x es uniformemente continua en R�0.

iii) Sea f : R �! R continua y tal que limx!�1 f(x) = limx!+1 f(x) = 0. Probar que f es
uniformemente continua en R.

Ejercicio 2. Sea (X; d) un espacio m�etrico y sea A � X compacto. Probar que si f : A �! R es
continua y f(x) > 0 para todo x 2 A, entonces existe K > 0 tal que f(x) � K para todo x 2 A.

Ejercicio 3. Sea f : R �! R una funci�on continua y abierta.

i) Probar que f no tiene extremos locales; es decir, no existen x0 2 R y " > 0 tales que f(x0) � f(x)
(resp. f(x0) � f(x)) para todo x 2 (x0 � "; x0 + ")

ii) Comprobar que existen a; b 2 R [ f�1;1g tales que f(R) = (a; b).

iii) Mostrar que f : R �! (a; b) es un homeomor�smo y que ella y su inversa son funciones
mon�otonas.

Ejercicio 4. Sea (X; d) un espacio m�etrico compacto y sea f : X �! R una funci�on semicontinua
superiormente. Probar que f est�a acotada superiormente en X y que f alcanza m�aximo en X.

Ejercicio 5. Sean (X; d) e (Y; d0) espacios m�etricos y sea f : X �! Y una funci�on que satisface:

d0(f(x1); f(x2)) � c d(x1; x2)

para todo x1; x2 2 X, donde c � 0. Probar que f es uniformemente continua.

Ejercicio 6.

i) Sean (X; d) e (Y; d0) espacios m�etricos, A � X y f : X �! Y una funci�on. Probar que si existen
� > 0, (xn)n2N; (yn)n2N � A sucesiones y n0 2 N tales que

(a) d(xn; yn) �! 0 para n!1
(b) d0(f(xn); f(yn)) � � para todo n � n0

entonces f no es uniformemente continua en A.

ii) Veri�car que la funci�on f(x) = x2 no es uniformemente continua en R. >Y en R���?

iii) Veri�car que la funci�on f(x) = sen (1=x) no es uniformemente continua en (0; 1).

Ejercicio 7.

i) Sea f : (X; d) �! (Y; d0) una funci�on uniformemente continua y sea (xn)n2N una sucesi�on de
Cauchy en X. Probar que (f(xn))n2N es una sucesi�on de Cauchy en Y .

1



ii) Sea f : (X; d) �! (Y; d0) un homeomor�smo uniforme. Probar que (X; d) es completo si y s�olo
si (Y; d0) es completo.

En particular, si un espacio m�etrico X es completo para una m�etrica lo es para cualquier otra
m�etrica uniformemente equivalente.

Ejercicio 8.

i) Dar un ejemplo de una funci�on f : R �! R acotada y continua pero no uniformemente continua.

ii) Dar un ejemplo de una funci�on f : R �! R no acotada y uniformemente continua.

Ejercicio 9. Sea f : (X; d) �! (Y; d0) una funci�on uniformemente continua, y sean A;B � X
conjuntos no vac��os tales que d(A;B) = 0. Probar que d0(f(A); f(B)) = 0.

Ejercicio 10. Sean X e Y espacios m�etricos, Y completo. Sea D � X denso y sea f : D �! Y una
funci�on uniformemente continua. Probar que f tiene una �unica extensi�on continua a todo X, es decir,
existe una �unica funci�on F : X �! Y continua tal que F jD = f . (M�as a�un, F es uniformemente
continua).

Ejercicio 11. Decidir cu�ales de los siguientes subconjuntos son conexos:

fx 2 R2 = 0 < jxj < 2g ; N ; [0; 1) ; Q ; f 1
n
= n 2 Ng

B(a; ") (" > 0) en un espacio m�etrico (X; d).

Ejercicio 12. Dar ejemplos de conjuntos conexos A;B � Rn tales que A \ B no sea conexo. Idem
para A nB.

Ejercicio 13. Sean X un espacio m�etrico y C � X

i) Probar que si C es conexo y x es un punto de acumulaci�on de C entonces C [ fxg es conexo.

ii) Determinar la validez de las siguientes a�rmaciones:

(a) Si C es conexo, entonces C� es conexo.

(b) Si C es conexo, entonces C es conexo.

Ejercicio 14. Sea (X; d) un espacio m�etrico y sea C � X. Probar que son equivalentes:

i) C es conexo.

ii) No existen U , V abiertos en X y disjuntos, de modo que C \ U 6= ;, C \ V 6= ; y C � U [ V.
iii) Si A � C es no vac��o y abierto y cerrado en C, entonces A = C.

iv) Toda funci�on f : C ! f0; 1g continua es constante.

Ejercicio 15. Sea f : R �! Z continua. Probar que f es constante.

Ejercicio 16. Probar que si n � 2 no existe un homeomor�smo entre R y Rn.

Ejercicio 17.

i) Probar que si f : [0; 1] �! [0; 1] es continua, existe x0 2 [0; 1] tal que f(x0) = x0.

ii) Sea (X; d) un espacio m�etrico conexo y sea f : X �! R una funci�on continua. Sean a; b 2 f(X)
tales que a � b. Probar que para todo c 2 [a; b] existe x 2 X tal que f(x) = c.
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Ejercicio 18. Hallar las componentes conexas de los siguientes subconjuntos de R y de R2

i) arcsen([
p
2

2
; 1]) iii) B((�1; 0); 1) [B((1; 0); 1)

ii) Q iv) B((�1; 0); 1) [B((1; 0); 1) [ f(0; 0)g

Ejercicio 19. Para cada n 2 N, sea An = f 1
n
g� [0; 1], y sea X =

S

n2N
An[f(0; 0); (0; 1)g. Probar que:

i) f(0; 0)g y f(0; 1)g son componentes conexas de X

ii) Si B � X es abierto y cerrado en X, entonces f(0; 0); (0; 1)g � B �o f(0; 0); (0; 1)g \B = ;.

Ejercicio 20. Sea (X; d) un espacio m�etrico. Probar que las componentes conexas de X son conjuntos
cerrados.

Ejercicio 21. Sea (X; d) un espacio m�etrico. Un conjunto A � X se dice arcoconexo (o conexo por

arcos) si para todo par de puntos a; b 2 A existe una funci�on continua f : [0; 1]! X tal que f(0) = a
y f(1) = b.

i) Probar que todo conjunto arcoconexo es conexo.

ii) Exhibir un ejemplo de un conjunto conexo que no sea arcoconexo.

Ejercicio 22. Decidir cu�ales de los siguientes conjuntos son arcoconexos:

i) f(x; y; z) 2 R3 = z = f(x; y)g donde f : R2 �! R es una funci�on continua.

ii) B(0; 1) � Rn, Rn nB(0; 1)

iii) R2 n f(x; 0) = x 2 Rg
iv) R2 n f(0; 0)g

Ejercicio 23. Sean (X; d) un espacio m�etrico arcoconexo, (Y; d0) un espacio m�etrico y
f : X ! Y una funci�on continua. Probar que el conjunto f(X) es arcoconexo.

Ejercicio 24. En el espacio (C[0; 1]; d1) se considera el conjunto

U = ff 2 C[0; 1] : f(x) 6= 0 8 x 2 [0; 1]g

Probar que U es abierto y hallar sus componentes conexas.
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