CALCULO AVANZADO SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2007

PRACTICA 7: ESPACIOS NORMADOS. SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES.

Ejercicio 1. Sea (E,| - ||) un espacio normado. Probar que se verifican:

1. Las operaciones + : Ex E — Ey -:R(0 C) x E — E son continuas.

2. B,(z) = B,(z) (la clausura de la bola abierta es la bola cerrada).

3. diam(By(z)) = 2r.

Ejercicio 2. Sea (F,| ||) un espacio normado. Sean (xn)nen, (Yn)neny € E'y (An)nen C R.
Probar que:

) Siz, — xy A\, — A, entonces \,z, — Az

) Siz, — x ey, — y, entonces x, +y, — T+ Yy
iii) Si z, — x, entonces ||z,| — ||z]|

)

Sizp — 2y ||on — ynl| — 0, entonces y, — x.

Ejercicio 3. Sea (E,|| ||) un espacio normado. Sean A € Ry (zp)nen, (Yn)nen C E tales que

o0 oo
> xny Y. yn convergen. Probar que:

n=1 n=1

00 00 00 00
i) >0 @ +yn convergey 3 Tn+yn = 3 Tn+ 3 Yn.

n=1 n=1 n=1 n=1

i) > Az, convergey > Ax, = A- > Ty.

n=1 n=1 n=1

o0
Ejercicio 4. Sea (an)neny C R. Probar que si la serie ) a, converge absolutamente, también
n=0
. o] 9 00 an 0 a%
convergen las series > az, > : y 3 T
n=0 n=0 + an n=0 + an,

7

Ejercicio 5. Sean (an)nen, (bn)neny C C. Para cada n € N sea A, = > aj. Probar que:

k=1
. n n
i) > apby = Apbpyr — > Ap(bpgr — by)
k=1 k=1
o0 o0 o0
i) Si Y a, convergey Y. (b1 — by) converge absolutamente, entonces » | apb, converge.
n=1 n=1 n=1

(0.) [o.¢]
iii) Si (An)nen es acotada, > (byy1 —by) converge absolutamente y b, — 0, entonces Y a,by,
=1 =1
converge. " "



Ejercicio 6.

1. Probar que (Y, || ||oo) €s un espacio normado.

2. Sean (a™),en ¥ (B0™),en las sucesiones en (s, || ||oo) dadas por a

(m) le,,c sik<m
L 1 sik>m
1 .

m) _ ) zmw sik<m
Y b { 0 sik>m

(a) Decidir si existen lim o™ y lim 5.
m—+400 m—+0o0

(b) Decidir si las series Y. a(™ y > (™) convergen.

m=1 m=1
oo
Ejercicio 7. Sea (B,] ||) un espacio de Banach y sea (an)nen C B tal que > a, converge
n=1

o0
absolutamente. Probar que si ¢ : N — N es cualquier funcion biyectiva, entonces )’ Ug(n)
n=1

también converge y al mismo limite.
Ejercicio 8.

i) En cada uno de los casos siguientes, hallar el limite puntual de la sucesion (f,)nen definida
en el conjunto A C R dado:

(a) fn(‘r) =" A= (_17 1]
(b) fo(z) = %ﬂz A= (1,+00)
(€) falz) =n’z(1-2*)"  A=]0,1]

ii) Para la sucesion dada en (a), demostrar que la convergencia es uniforme sobre B = (0, 1).
Idem para la sucesion dada en (b) sobre B = [2, 5].

. Es uniforme la convergencia de la sucesion dada en (c) sobre A?

Ejercicio 9. Sea (X, d) un espacio métrico y sea A un conjunto. Sea (f,)nen C X4 una sucesion
de funciones y sea f : A — X. Probar que: (f,)nen no converge uniformemente a f en A siy
solo si existen a > 0, una subsucesion (fy, )ren de (fn)nen ¥ una sucesion (ag)reny C A tales que
d(fn,(ax), f(ar)) > a para todo k € N.

Ejercicio 10. Analizar la convergencia puntual y uniforme de las siguientes sucesiones de
funciones (fy)nen:

1) fo(r) =80t en R

ii) fo(z)=sen (%) en R

falz,y) = (2, y) en R?
(

iv) fulz)=(1+ 1) en [0,1]

L six¢Qox=0
v) f"(x)_{b sie=%,0>0y(a:b)=1 en [0,1]
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vi) fu(z) = 2" en {ze€C:|z| <1}

2
Ejercicio 11. Probar que la sucesion de funciones f,(z) = 1755 — 1 f((qf Ji)lz)wz (n € N) converge

puntualmente pero no uniformemente, en R, a una funcién continua.

nx2

T+nzZ Y

Ejercicio 12. Estudiar la convergencia puntual y uniforme de las sucesiones fy(z) =
[ en [—1,1].

Ejercicio 13. Sea X un conjunto y sea B(X) ={g: X — C: g es acotada }. Sea (f)nen C
B(X).

i) Si (fn)nen converge puntualmente a una funcion f en X, jes cierto que f € B(X)?
ii) Probar que:

(a) Si (fn)nen converge uniformemente a una funcion f en X, entonces f € B(X).
o0)

(b) (fn)nen converge uniformemente a f si y so6lo si (fy)nen converge a f en (B(X),

d
(¢) Si (fn)nen converge uniformemente en X, entonces existe M > 0 tal que | f,(z)] < M
Vo e X yVneN, es decir, (fn)nen es uniformemente acotada.

Ejercicio 14. Sea (f)nen C RR una sucesion de funciones uniformemente continuas que con-
verge uniformemente a una funcion f sobre R. Analizar la continuidad uniforme de f.

Ejercicio 15. Sea (X, d) un espacio métrico y sean (fy)nen, (gn)nen € RX dos sucesiones de
funciones continuas uniformemente convergentes sobre X a f y g respectivamente. Probar que:

1) (fn + gn)nen converge uniformemente a f + g sobre X.

ii) Si ambas sucesiones estan uniformemente acotadas, entonces ( fy,.gn)nen €s uniformemente
convergente a f.g.

Ejercicio 16. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y sea A un conjunto. Sean (f,,)neny C R¥
Y (gn)neny C X 4 sucesiones de funciones que convergen uniformemente a funciones f : X — R
y g: A — X respectivamente. Probar que (f, o gn)nen C R? converge uniformemente a f o g.

Ejercicio 17. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Sea (fn)nen una sucesion de funciones
continuas de X en R y sea f : X — R continua. Probar que (f,)nen converge uniformemente a
f sty solo si para toda sucesion (z,,)nen que converge a x € X, la sucesion (fy,(xy))nen converge

a f(z).

Ejercicio 18. Sea (f,)nen una sucesion de funciones continuas definidas sobre un espacio métrico
o

(X,d) a valores en R tal que ) f, converge uniformemente sobre X. Probar que:
n=1

oo
i) f= > fn es continua en X.
n=1



ii) Si X = [a,b] C R, entonces fabf(a;) dr = il f: fo(z)dx

o0

Ejercicio 19. Sea (ap)nen una sucesion tal que » a, converge absolutamente. Probar que
n=1

o0 o0

> apcos (nx) y > apsen (nx) convergen uniformemente en R.

n=1 n=1

Ejercicio 20. Hallar (y justificar) los conjuntos en R de convergencia puntual, uniforme y no
convergencia de las siguientes series

(a)Z(_;)na:“ B> " (X0 T (DY ()X nl
n=1 n=0

Ejercicio 21.

o k
-1
i) Mostrar que la serie senx = E (2(]{331)' 2?*+1 converge uniformemente sobre todo
k=0 '

intervalo finito.

ii) Probar que la funcion f(z) = Z (—'> es continua en R.
n!

n=0

. 1
Ejercicio 22. Sea f(z) = g —-
= 1+ (nz)

Hallar el dominio de f en R.

1

ii) jSobre qué intervalos converge uniformemente?

iii) ;Sobre qué intervalos no converge uniformemente?

iv) ;Es f continua en su dominio?

v) (Es f acotada?



