CALCULO AVANZADO SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2009

PrAcTICA 1: NUMEROS REALES

La Recta Real

Ejercicio 1. Sea A C R un conjunto no vacio acotado superiormente y sea s € R. Probar que

i) s es cota superior de A.

s=supd — i) Ve>03JdaceA:s—e<a<s.

Ejercicio 2. Para cada z € R se define A, = {m € Z: m < z}.

(a) Verificar que A, # ) y es acotado superiormente. Concluir que existe el méximo de A,.
Este nimero se llama la parte entera de x y se notard [z].

(b) Demostrar que:

LO0<z—-[z]<1l VzeR
. z] =2 < z€Z.

nr [z +y] < [z] + [y] + 1.
. x<y=[z] <[y]

Ejercicio 3.
(a) Sean z,y € R tales que y — z > 1. Mostrar que existe un entero k tal que =z < k < y.
(b) Sean x,y € R tales que = < y. Mostrar que existe r € Q tal que z < r < y.

(c) Sean r,s € Q tales que r > s. Mostrar que existe un nimero irracional entre 7 y s.

)

(d) Sean z,y € R tales que = < y. Mostrar que existe un nimero irracional entre x e y.

Ejercicio 4.

(a) Probar que para cada z € R, existe una sucesion (g, )neny € Q estrictamente decreciente
tal que g, > x paratodon € Ny lim ¢, = =.
n—od

(b) Probar un enunciado analogo donde (g,,)nen Sea estrictamente creciente.

Ejercicio 5. Sean = = (z1,...,2y) € R™ y € > 0. Mostrar que existe ¢ = (q1,...,qm) € Q™

tal que ||z —¢| = (i(% - qi)2>1/2 <e.

i=1

Ejercicio 6. Sea A = {2% / meZ,ne N}. Probar que A es denso en R.

Analizar la misma situacién para el conjunto B = {bﬂn / meZ,née€ N}, donde b € R+ ;.



Sucesiones

Ejercicio 7. Sean (ap)nen, (bn)nen ¥ (¢n)nen Sucesiones de niimeros reales tales que
(a) Ang e N:Vn >ng, a, < b, <cyp.
(b) lim a, = lim ¢, =¢.
n—oo n—od

Probar que lim b, = /.
n—oo

Ejercicio 8.
(a) Sea (an)nen una sucesién mondtona. Probar que:

I. Si existe una subsucesién (ay, )ken convergente a £ € R, entonces (a,)nen converge a
£. ;Qué pasa si la subsucesién tiende a co?

II. (an)nen converge <= (an)nen €s acotada.
(b) Demostrar que cualquier subsucesiéon de una sucesién convergente es también convergente.

(c) Encontrar una sucesion no convergente (an)nen que verifique lim |a, — ap41| = 0.
n—oo

(d) Analizar la situacién del inciso anterior pero con la condicién: lim |a, — anp| = 0 para
n—oo

todo p € N y explicar porqué la respuesta no contradice ningin resultado conocido.

Limite superior e inferior

Ejercicio 9. Sea (ay,)nen una sucesion acotada de nimeros reales. Para cada n € N se considera
A, ={ar : k> n}. Sean \,, =sup A4, y v, = inf 4,,.

(a) Probar que (Ap)nen es decreciente y (v, )nen es creciente. Concluir que (Ap)nen ¥ (9n)nen
son sucesiones convergentes. Al limite de la sucesion (A, )nen (resp. (9n)nen) lo llamaremos
limite superior (resp. limite inferior) de (ap)nen y lo notaremos lim sup a,, (resp. liminf a,, ).

(b) Sean a = liminfa, y § =limsupa,, y sea € > 0. Probar que a la derecha de f+¢ y a la
izquierda de o — ¢ existen a lo sumo finitos términos de (ay)neN.

Ejercicio 10. Hallar los limites superior e inferior de las siguientes sucesiones:

(a) 1,3 -1,1,3 1,1, 3, —1, ....
(b) (_1)n(2+%).
(c) (1 - %) sen (n%)

(d) (sp)nen definida por: s1 =0, s9,, =

o1 [

S2n—1

o Son+1 = 5 1 Son-

2



Ejercicio 11. Sea (ay)nen una sucesiéon de nimeros reales acotada.

(a) Probar que o = limsupa,, si y s6lo si para cada € > 0 se verifica:

I. dng € N tal que Vn > ng, a, < a + €.
1. Vn € Ndm >n tal que a,, > a — €.

(b) Demostrar que o = limsup a,, si y s6lo si se verifican las dos condiciones siguientes:
I. Existe una subsucesién (an,)jen tal que .hm an; = Q.

. Si (an;)jen es una subsucesion convergente entonces lim an; < a.
j—o0

Ejercicio 12. Sea (ap)neny € R acotada. Probar que lim a, = ¢ si y sélo si limsupa, =
n—oo

liminf a,, = 4.

Ejercicio 13. Sean (ap)nen , (bn)nen sucesiones reales acotadas. Probar que:
(a) limsup(ay + by) < limsup a,, + limsup by,.
(b) limsup(ay, - b,) < limsup a,, - limsup by, si a,, b, > 0.
(c) sic > 0 entonces, limsup(c- a,) = ¢-limsup a,.

Probar resultados andlogos para lim inf.

Ejercicio 14. Sea (ap)neny C Rsp.
Gn+41

a
(a) Probar que: liminf "t < lfminf ¢a, < lim sup a, < limsup

an, an,

(b) Deducir que si existe lim il _Ae R entonces, hm Ya, = A.

n—oo (O,

n)
(c) Calcular lim ALY
n—oo n

Desarrollos b-arios
Ejercicio 15. Sean z,y € [0, 1] dos nimeros reales dados por sus desarrollos en base b € N5 i:
[e.e] o
Se supone que el desarrollo de Yy es mﬁnlto, i.e., para todo ig € N existe ¢ > ig con y; > 0. Sea
n € N tal que xz; = y; para todo ¢ <n — 1.

(0 <wmjy; <b—1).

EE
0~|<@

(a) Probar que si z,, < y,, entonces = < y.

(b) Deducir que, si suponemos que el desarrollo de z también es infinito, el orden entre = e y
es el mismo que el de los primeros términos en que difieren sus desarrollos.

(c) Sea z € [z,y]. Probar que entonces z tiene un desarrollo en base b con z; = x; = y; para
todo i <n—1.

Ejercicio 16. Hallar el desarrollo en base 2, 3 y 16 de los nimeros 2.25, 10.7, 27 y 255.



