CALCULO AVANZADO PRIMER CUATRIMESTRE DE 2011

PrAcTICA 9 -TEOREMAS DE PUunTO F1JO-

Ejercicio 1. Sea (X, d) un espacio métrico completo y sea f : X — X. Probar que la condicién

d(f(z), f(y) <d(z,y) Vaz,yeX,  xz#y,

no es suficiente para garantizar la existencia de un punto fijo de f, pero que si lo es si X es
compacto.

Ejercicio 2. Sea f : R — R una funcién derivable tal que |f’(z)| < a < 1. Probar que f tiene
un dnico punto fijo.

Ejercicio 3. Considere la siguiente ecuacién integral no lineal,

b
f) = [ Koy f)dy + o(a),

a

con K y ¢ continuas, tal que K satisface la condicién de Lipschitz en la tercer variable:
K (z,y;21) — K(,y;22)| < M|z — 22].
Probar que la ecuacion integral tiene solucién dnica para todo
1

M —a)

Muestre una sucesién que converja a la solucién.

Al <

Ejercicio 4. Sea f : [0,T] x @ C R® — R" una funcién continua y Lipschitz en la segunda
variable.

i) Probar que y € (C[0,T7],) es solucién de la ecuacién diferencial y/(t) = f(¢,y(t)) con la
condicién inicial y(0) = 0 si y sélo si

t
y(t) = o + /0 £(ty(s))ds vt € [0, 7).

ii) Probar que si T es suficientemente pequeno, existe una tnica solucién de este problema.

Ejercicio 5. Sea X un espacio métrico completo y sea T : X — X tal que existe n € N tal que
T™ es una contraccién. Entonces existe un tnico x € X tal que T'(z) = x.

Ejercicio 6.

i) Probar que existe una tunica funcién continua f : R — R que es solucién de la siguiente
ecuacion integral

f@) =2 [ K@) )y + 6()
donde K :RxR—-Ry¢:R—-R so; continuas.
ii) Sea A:R — R™ "™ continua. Probar que las soluciones de
2'(t) = A(t)z(t)

estan definidas para todo tiempo t.



