TALLER DE CALCULO AVANZADO - PRIMER CUATRIMESTRE DE 2008

Practica 3

1. Decir qué propiedades (abierto, cerrado, acotado) tienen los siguientes conjuntos.

a

S

o

{mGR x> 0}.

(0, 1].

{1+3+5+ - +2=:neN}h
HA{l+5+5+--++:neN}.

e

) Q
) N
)
d)
)
)

2. Sean S, T subconjuntos de R. Demostrar las propiedades siguientes:

a) S°={p e R"/3e > 0 tal que B(p,e) C S}.
b) Si S C T entonces S° C T °.
c) (SNT)° = S°NT°. ;Se puede generalizar esta igualdad a una interseccién

infinita?
d) (S UT)? D> S°UTe. ;Vale la igualdad?
e) SUT= SUT. ;Se puede generalizar esta igualdad a una unién infinita?
f) SNT NT. ;Vale la igualdad?
g9) (R ) =R-5.

3. En cada uno de los siguientes casos hallar S°, S y 98S.

a) §=[0,1].

b) S=QnNJ0,1].

c) S=[-1,0)U{1}.

d) S= {1 n € N}.

e){ . nEN}
4. Sea S C R.

a) Demostrar que S es abierto si y solo si es disjunto con 95.

b) Demostrar que S es cerrado si y solo si 95 C S.

5. Sea S C R, demostrar que p € 95 si y sélo si todo entorno de p contiene un punto
en S y un punto que no estd en S.

6. Si S C R notamos con S’ al conjunto de todos los puntos de acumulacién de S.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a) Hallar S’ para cada uno de los conjuntos del ejercicio 3.

b) Un punto p € S se dice punto aislado de S si existe € > 0 tal que (p —e,p +
£) NS = {p}. Demostrar que S = S’ U {puntos aislados de S}.

Hallar los puntos de acumulacién del conjunto S = {(% + %) :n,m €N } Hallar

la adherencia S.
Hallar todos los subconjuntos no vacios de R que son a la vez abiertos y cerrados.

Probar que todo conjunto abierto A de R es la unién de una coleccién, a lo sumo
numerable, de intervalos abiertos, posiblemente no acotados, disjuntos. Sugerencia.
Sea {z,} una enumeracién de los racionales que pertenecen a A. Para cada z,
considerar el conjunto U, = UI donde la unién se toma sobre todos los intervalos
abiertos I que estdn contenidos en A. Probar que U, es un intervalo abierto no vacio.
Finalmente convencerse de que puede extraerse una subcoleccién {U,, } de intervalos
de {U,}, disjuntos dos a dos, cuya unién es A.

Para cada n € N, n > 2, se considera el intervalo abierto I,, := (%, %) Demostrar
que (0,1) = {J I,. (Existe un conjunto finito F C N>y tal que (0,1) = |J I,?
n>2 neF

Justificar. ;Qué puede decir sobre la compacidad del conjunto (0, 1)?

Decidir cuédles de los siguientes conjuntos son compactos:

a) Q.

b) QN0,1]
c) R.

d) [0,1]

e) {:neN}
)

Sean S, T C R conjuntos compactos. Demostrar que SUT y S NT son compactos.
., Qué ocurre si se toman uniones o intersecciones infinitas?

Sea S C R, demostrar que S es un conjunto compacto si y sélo si toda sucesion
contenida en S contiene una subsucesién que converge a un punto de S.

Mostrar que si K es compacto y F' es cerrado, entonces K N F' es compacto.

Determinar todos los subconjuntos de R que tienen la siguiente propiedad: Todo
cubrimiento cerrado tiene un subcubrimiento finito.

Probar la siguiente propiedad: Si {K,} es una familia de subconjuntos compactos
tal que la interseccion de toda subfamilia finita de {K,} es no vacia, entonces Ny K,
es no vacta. Sugerencia. Proceder por contradiccién. Si no es cierto, sea K; algin
miembro de {K,}, y scan G, = CK,. Entonces {G,} es un cubrimiento abierto de
K. Continuar.



17.  a) Mostrar que Q no es conexo. {Qué ocurre con R — Q?
b) (Es R conexo?

¢) Demostrar que el intervalo [0, 1] es conexo.

18. Mostrar ejemplos de conjuntos disconexos, cuya clausura es conexa. Mostrar que si
A es conexo, entonces A es conexo.

19. Determinar todos los subconjuntos conexos de R.

20. Un conjunto FE es totalmente disconexo si, para cualquier par de puntos x e y de F,
existen conjuntos separados Ay B, conx € Aey € B, tales que £ = AU B.

a) Mostrar que Q es totalmente disconexo.

b) (Es R — Q totalmente disconexo?
21. Probar las siguientes afirmaciones sobre el conjunto C' de Cantor:

a) C es compacto.
b) C es perfecto.

c¢) C es totalmente disconexo.

22. Sean S C Ry p € R. Se define la distancia d(p, S) entre p y S como
d(p,S) == inf{|p — x| : z € S}.

a) Demostrar que |d(p, S) — d(g,5)| < d(p,q) para todo p,q € R.
b) Hallar todos los p € R tales que d(p, S) = 0.

¢) Demostrar que si S es cerrado la distancia entre un punto p y el conjunto S se
realiza, es decir, existe ¢ € S tal que d(p,S) = |p — q|.

d) Seae >0ysea G={veR:d(vS)<e}. Demostrar que G es abierto.
23. Sean S, T C R. Se define la distancia entre S y T' como
d(S,T)=inf{|lx —y|:x €S,y € T}.

a) (Es cierto que d(S,T) = inf{d(p,T) : p € S}?

b) Mostrar que no necesariamente siempre existen p € S y ¢ € T tales que
d(S,T) = |p—ql-

¢) ¢ Qué ocurre con la pregunta anterior si Sy 7" son compactos? ;Y si los dos son
cerrados? ;Y si uno es compacto y el otro cerrado no acotado?



