TALLER DE CALCULO AVANZADO - PRIMER CUATRIMESTRE DE 2008

Ejercicios para entregar

Préctica 2

1. Probar quesi Y a,, es condicionalmente convergente, entonces para cualquier nimero
real A se puede elegir un reordenamiento »_ b, de Y a, tal que )_ b, converge a A.

Ayuda. Suponer primero que los a, son no nulos. Si {p,} y {—¢m} son las subsu-
cesiones de {a,} de términos positivos y negativos respectivamente, elegir el reorde-
namiento:

P1,P2y---5Pmys —q15, =42, -5 —Qn,,

Pmi+1:Pmi+2y -+ -9y Pmos —Ani+1y —dni+25- -5 " Gngy - - -

donde m; es el menor natural tal que p1 +p2+...4+pm, > A, n; es el menor natural
talque p1+...+Dmy — @1 — - - - — qny < A, Mg es el menor natural mayor que m; tal
quepi+...+pm, —q1—- - -—qny +Pmy+1+- . . +DPmy > A, na es el menor natural mayor

que nq tal quepi+...+Pm;—q1—- - —Qn; tPmi+1 T FDPmo — Qi1 — - —Qny < A,
y asi sucesivamente.

2. Analizar, para cada o > 0 la convergencia de la serie

i loiin)

n=1

3. Considerar la funcién que a cada = € R le asigna (cuando existe) el valor de la suma
o0

E (—=1)"a2". Describir el dominio de esta funcién y verificar que en ese dominio vale

n=0

n=0

. 1 .
Notar que existe el lim = — pero la serie no converge en x = 1.
z—1- 1+ 2
4. Probar el siguiente teorema, que muestra bajo qué hipétesis adicionales se puede
concluir la convergencia de una serie de potencias en el extremo del intervalo de
convergencia.
Teorema. Sea an una sucesion tal que lim na, = 0. Supongamos ademds que la
n—oo

oo
serie g anz™ tiene radio de convergencia 1. Definamos en el intervalo (—1,1) la

n=0

o0
lim f(z) = s entonces Z an = s.

o
funcion f(x) = E anx™. Vale entonces que si
n=0 o=l n=0



Sugerencias:

.
a) Sea S, = Z an la suma parcial de la serie de potencias en x = 1. Probar que
n=0
lim, oo Sr — f(1—=1) =0

b) Para probar a), descomponer la serie que define a f(1 — 1

T

f(l—i)znzgan(l—i>n+ i an<1—i>n

n=r+1

) como

¢) Usar la siguiente identidad 1 — 2" = (1 —2)(1 + o + 22 + -+ + 2" 1) y algtn
valor de x adecuado para acotar

Sy —i:an <1 - i)n
n=0

(puede resultar 1til el ejercicio 21 de la practica 1)

d) Acotar el término de la cola de la serie por alguna geométrica conveniente

(Y

n=r+1
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