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Practica 4

b
1. Analizar en cada caso la existencia de [ f da y en los casos afirmativos calcularla.
a

(a) «:[a,b] — R una funcién arbitraria y f una funcién constante sobre [a, b].
(b) «: [a,b] — R una funcién continua con a(a) = ag , a(b) = bo; sea ¢ € (a,b) y
5 six € [a,c)
sea f : [a,b] — R la funcién f(z) := 3 siz=c

-1 siz e (cb
;,Qué sucede si en lugar de tomar « continua sdlo se sabe que « es continua en
un entorno de ¢?
1 siz€|a,c]

(¢) f como en el item anterior y a(z) = { —1 siz € (eb -

(d) f(z) =23, a(x) =22y [a,b] = [-1,3].
(e) flz) =a(z)=c

b
2. Supongamos que [ fdo existe y es igual a 0 para toda funcién mondtona creciente

a
f. i Qué puede decir sobre la funcién a? Sugerencia. Para cada ¢ € [a,b] considere
la funcién mondétona f. definida como f.(z) =0sia <z <cy fc(r) =1 sino.

3. Sean f,a : [a,b] — R. Para cada particién © = {xo, ..., zp} del intervalo [a,b], se

define s, := kf:l f(tr)[a(xg) — a(zg—1)], donde ty, € [xg—1,Xk].

Demostrar que si f € %() entonces existe una sucesién de particiones (7, ),y que
cumple las condiciones:

(a) (Tm)men € mondtona en el sentido siguiente: si m < m’ entonces 7, C mpy.
(b) Tlim | mp = 0.
m—0oo
b

(¢) lim sz, = [ f da, independientemente de la eleccién de los ¢ en cada suma
m—0o0

a
St

(d) Si (om),,ey €8 otra sucesién mondtona de particiones tal que 7, C o, para
todo m € N suficientemente grande, entonces cumple las condiciones (b) y (c)

precedentes.

Si ahora ¢,0 : [a,b] — R son otras funciones, tales que g € R() y para cada

particién 7 notamos r, := > g(tx)[8(zx) — B(xk_1)], donde t € [x_1,zx], deducir
k=1



10.

b
que entonces existe una sucesion de particiones (7,),,cy tal que lim s, = [ fda
m—0o0
a
b
y lim rr = [gdp.
m—0oQ a

Sean f,g : [a,b] — R y sea « : [a,b] — R mondtona creciente. Demostrar que si

b b
f,geR(a)y f(z) < g(x), entonces [ f da < [ g dea.
a a
Para cada x € R denotamos con |z| a la parte entera de z, es decir: |z] :=
max{n €Z / n<uzx}.
Analizar la existencia de las integrales que siguen y en caso afirmativo calcularla:
4 2 2

(a)  [a?d(|z]) (b)  Jad(x—[z]) (c) [ a*d(lz])

0 0 0

Sea f : [a,b] — R. Para cada particién 7 de [a, b] se define

7(f) =D _|f(@r) — fl@e-)l,
k=1

sim={zo,z1,...,2n}.

Demostrar que si ;1 C w2 son dos particiones de [a, b], entonces m1(f) < ma(f).

Estudiar si las funciones que siguen son de variacién acotada en el intervalo [a, b]
correspondiente y en el caso afirmativo dar una mayoracién para Vy(a,b).

1 si x
(a) f(x) = cos(z) en [0,31] R R e
. a2
© fa)=2t-sal1y @ f@={TE <]

En el caso (d) estudiar también la derivabilidad de f.

Demostrar que si f y g son funciones de variacién acotada en [a,b] entonces fg
también lo es.

Para las funciones de variacién acotada que siguen, hallar la funcién Vy (recordamos
que Vi(a) =0y Vi(z) = Vi(a,z) sia <z < b):

z+1 —-1<x<0
(a) f(z)= x 0<z<1 (b) f(z)=sinxz en [0,27]
l—-z 1<z<2

Para cada funcién encontrar explicitamente funciones monétonas crecientes g1 y go
tales que f = g1 — go.

Demostrar que si f : [a,b] — R es una funcién de variacién acotada entonces es
integrable Riemann.



11. Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C! en [a, b].
(a) Demostrar que f es de variacién acotada.

b
(b) Demostrar que vale la igualdad Vi(a,b) = [|f'(z)| dx.

12. Sea f,a : [a,b] — R tales que f es una funcién continua y « es de variacién acotada.
(a) Demostrar que |f| € R(Vy).

b
fabf da‘ < [|f] dV,. Sugerencia. Tener

(b) Demostrar que vale la desigualdad
en cuenta el ejercicio 3.

(¢) Deducir de (b) que ‘ I da‘ < Vo(a,b) max |f(z)].

z€[a,b]

(d) Paracadaz € [a,b] se define ¢)(x) = [ f do (observar que 1 estd bien definida).
Probar que ¢ es de variacién acotada.



