TALLER DE CALCULO AVANZADO - PRIMER CUATRIMESTRE DE 2009

Practica 1

La Recta Real, Supremo e Infimo.

1. Sean a,b,c y d en R. A partir de los axiomas de cuerpo de los nimeros reales
demostrar las siguientes propiedades:

(a) 0-a=a-0=

(b) Siab=acy a#0 entonces b = c.

(c) Siab=0 entonces a=000b=0.

(d) (~a)b=—(ab) y (~a)(~b) = ab.
)

a/b)(c/d) = (ac)/(bd) sib# 0y d # 0.
2. A partir de los axiomas de orden de los niimeros reales probar las siguientes propiedades
cualesquiera sean a,by c en R:

(a) Sia < b entonces —b < —a.

(b) Sia<by c<0, entonces ac > be.
(c) Sia # 0 entonces a? > 0.
)
)
)

(d) Si ab > 0 entonces a y b son ambos positivos o ambos negativos.
(e) Sia?+ b> =0, entonces se tiene que a = b = 0.
(f) Sia<byb<aentonces a=bh.

3. Sea A un subconjunto no vacio de R acotado superiormente. Probar que las si-
guientes definiciones de supremo de A son equivalentes.

(a) s verifica que:

i. Va € A se tiene s > a;

ii. sit > a para todo a € A, entonces t > s.
(b) s verifica que:

i. Va € A, se tiene s > a;
ii. Ve >0, da. € A tal que s — & < a.

(c) s verifica que:

i. Va € A, se tiene s > a;

ii. existe una sucesién {a, }nen contenida A tal que lim a, = s.
n—oo

Enunciar equivalencias andlogas para el infimo de un conjunto no vacio de R acotado
inferiormente.



4. Sean A, B C R, dos conjuntos no vacios, tales que A C B.

(a) Suponiendo que A y B estdn acotados superior e inferiormente, establecer y
demostrar las relaciones de orden entre los nimeros sup(A), inf(A4), sup(B),
inf(B).

(b) {Qué sucede cuando A o B no estd acotado superior o inferiormente?

5. Hallar, si existen, supremo e infimo de los siguientes subconjuntos de R. Determinar
cuando corresponda, si se trata de un maximo o un minimo.

a) Ay = (a,b].
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(g) Ar={a? —bz+4:z€[2,4)}.
6. Para A C R no vacio y ¢ € R, se define c.A={cx:x € A} y —A = (-1).A.

(a) Probar que si A esta acotado superiormente, entonces —A estd acotado inferi-
ormente y vale inf(—A) = — sup A.

(b) Probar que si ¢ > 0y A estd acotado superiormente, entonces c.A también lo
estd y sup(c.A) = csup A.

(¢) {Qué se puede decir en el caso que ¢ < 07

(d) Enunciar resultados analogos a los anteriores para inf(c.A) (y demuestre al-
guno(s) si tiene ganas).

7. Dados A, B C R ambos no vacios se definen

A+B:={a+b:ac Abe B}
AB:={ab:ac Abe B}

(a) ¢Qué condiciones deben verificar A y B para que exista sup(A4 + B)? Estudiar
la relacién entre sup(A + B) y sup(A) + sup(B).

(b) ¢{Es posible dar resultados parecidos a los de la parte (a) para A.B y los niimeros
sup(AB) y sup(A).sup(B)? ;Cuéles?

8. Si x es un numero real arbitrario, probar que existe un tnico entero n tal que
n < x <n+ 1. Este n se denomina la parte entera de x y se designa por [z].
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Sucesiones.
Sea {an }nen una sucesién de nimeros reales tal que lim a, = L.
n—oo
(a) Probar que

i. Sir < L existe ng € N tal que a,, > r Vn > ng.
ii. Sir > L existe ng € N tal que a,, < r Vn > nyp.

(b) {Puede reformularse (a) i. si se sabe que r < L?
(¢) {Qué puede decirse de L si se sabe que existe ng € N tal que a, > r ¥n > ng?

Probar que para cada x € R existe una sucesién {g, }nen C Q estrictamente decre-
ciente tal que lim ¢, = .
n—oo

Sea {an }nen una sucesion de niimeros positivos. Probar que si lim a, = A, entonces
n—oo

lim /@, = VA.

Sea la sucesién {b, },en definida recursivamente como by = V2 Y bnt1 = V2 + by,
para n > 1. Probar que {b,},en es monétona, acotada, y que b, < 2, Vn € N.
Calcular lim b,.
n—oo
Sean x1 > y; > 0, y paran > 0, sean Zp+1 = (Tn + Yn)/2, Yn+1 = /TnYn. Mostrar
que Yn < Tny Yn < Yntls Tntl < T y que 0 < Tpig — Yny1 < (xl - yl)/2n- Deducir
entonces que lim z, = lim y,.
n—oo n—oo

Hallar los puntos limites de las sucesiones:

(®) 17% (b) (=1)" (c) cos(%)
@ e d) @pLiiaibg. @ mEEen)

Hallar los limites superior e inferior de las sucesiones del ejercicio anterior.
Se tienen sucesiones acotadas de niimeros reales {an},cn ¥ {0n}pen-
Enunciar y demostrar las relaciones de orden entre los cuatro niimeros que siguen:

e liminf (ay + by)

n—oo

e limsup (an + by)

n—oo

e limsup a, + limsup b,
n—oo n—oo

e liminf a, + liminf b,.
n—oo n—oo
Probar la siguiente proposiciéon: Un niimero M es el limite superior de una sucesién
{an}nen acotada superiormente si, y sélo si, para todo € > 0 valen las siguientes
propiedades:



(a) Existen infinitos n para los que a,, > M — ¢;

(b) Existe solamente una cantidad finita de n para los que a,, > M + ¢.

18. (a) Sea {ay}nen una sucesién de términos positivos tal que limsup(an+1/an) = 6,
n—oo
con 6 < 1. Probar que lim a, = 0.
n—oo

(b) Usar el item anterior para probar que
i. Si @ < 0 entonces lim(a™/n!) = 0.
ii. lim(n!/n™) = 0.

iii. Si0 < a < 1y k es un entero, entonces lim nFfa™ = 0.
n—od

19. Sea {an},cn una sucesién de nimeros reales y {0y }nen la sucesiéon de las medias
aritméticas (promedios) definida como

ay +ag+---+ap
- .

Op =

(a) Si lim a, = 0, demostrar que lim o, = 0.
n—oo n—oo

(b) Deducir de (a) que si {an }nen €s una sucesién de niimeros reales que converge
a L entonces lim (a1 +as+---+ap)/n= L.
n—oo
(¢) Construir una sucesién {a, },en que no converge, para la cual lim o, = 0.
n—oo

(d) ¢{Puede suceder que limsup a,, = oo mientras que lim o, = 07
n—0o0 n—oo
(e) Sea b, = ant1 — a,. Demostrar que si lim o, = L y lim nb, = 0, entonces
. n—oo n—oo
lim a, = L.
n—oo . .
Sugerencia. Verificar que

1 n—1
ap — Op = ﬁzkbk
k=1

20. Sea xp41 = a/(1 + z,) donde 1 > 0y @ > z? + z1. Probar que los intervalos
[1, z2], [r3, 24], ... forman un encaje de intervalos, y que el inico punto £ comin a
todos ellos es una raiz de = + = = a.

Sugerencia. Mostrar que xp41 — T ¥ Tn — Tp—1 tienen diferentes signos, y que
|Tnt1 — xn| < 0|2y — zp—1| para algin 6 < 1.

21. Sea {I,}nen una sucesion de intervalos cerrados, y sea A, la longitud de I,,. Supong-

amos que Iyt D Is D -+ D I, D Iy11 D ---. Mostrar que lim A, existe y que si
n—oo

lim A, > 0, entonces NI,, es un intervalo cerrado de longitud lim A,.

n—oo n—oo



