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Practica 4

Funciones de Variacién Acotada

. Sea f : [a,b] — R. Para cada particién 7 de [a, b] se define
w(f) ==Y 1f(zn) = flan-a)l,
k=1

sim={zo,z1,...,%n}

Demostrar que si 1 C w2 son dos particiones de [a, b], entonces m1(f) < ma(f).

. Estudiar si las funciones que siguen son de variacién acotada en el intervalo [a,b]
correspondiente y en el caso afirmativo dar una mayoracién para Vy(a,b).

1 si x
(a) f(z) = cos() en [0,37] msw={s 350
N2
© fa)=2t-stenl12 @ fa@={ THE <]

En el caso (d) estudiar también la derivabilidad de f.

. Demostrar que si f y g son funciones de variacién acotada en [a,b] entonces fg
también lo es.

. Sea f : [a,b] — R una funcién de variacién acotada y continua en el punto zg € [a, b].

(a) Demostrar que vale: V* f = sup, ., Vi’ f = infzsq, VT f.

(b) Deducir de (a) que la funcién vy es continua en x.

Demostrar a partir de (b) y de la descomposicién f = vy — (vy — f) que toda funcién
continua y de variacién acotada sobre un intervalo [a, b] es una diferencia de funciones
mondétonas estrictamente crecientes y continuas sobre [a, b].

. Para las funciones de variacién acotada que siguen, hallar la funcién V (recordamos
que Vi(a) =0y Vi(x) = Vi(a,x) sia <z < b):

z+1 —-1<z<0
(a) f(z)= x 0<z<1 (b) f(z)=sinxz en [0,27]
l—z 1<x<2

Para cada funcién encontrar explicitamente funciones mondétonas crecientes g1 y go
tales que f = g1 — go.



10.

11.

12.

Sea f : [a,b] — R una funcién de variacién acotada, sean z,y € [a,b] con z < y.
Demostrar que Vi f < VZf + VY f (sug.: usar el ejercicio 1).

En la clase tedrica ya se vié la desigualdad opuesta, con lo que se tiene la férmula
aditiva:
VIf=Vafr+ Vs

Aplicar el ejercicio anterior para calcular V?f en el caso de las funciones de los ftems
(a) y (c) del ejercicio 2.

Demostrar que si f : [a,b] — R es una funcién de variacién acotada entonces es
integrable Riemann.

Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C! en [a, b].
(a) Demostrar que f es de variacién acotada.

b
(b) Demostrar que vale la igualdad Vy(a,b) = [ |f'(z)] d.

Integral de Riemann-Stieltjes

b

Analizar en cada caso la existencia de [ f da y en los casos afirmativos calcularla.
a

(a)
(b)

«: [a,b] — R una funcién arbitraria y f una funcién constante sobre [a, b].
a : [a,b] — R una funcién continua con a(a) = ag , a(b) = bp; sea ¢ € (a,b) y
5 six € [a,c)
sea f :[a,b] — R la funcién f(x) := 3 siz=c
-1 siz e (cb
;,Qué sucede si en lugar de tomar « continua sdlo se sabe que « es continua en
un entorno de c?
1 sizé€la,d]

(¢) f como en el item anterior y a(z) = { 1 size(ed
(d) f(x) = 37 afz) = a? [avb] = [_173]'

(e) f(.CC) = O‘(m) = [avb] = [07 %]

b
Supongamos que [ fdo existe y es igual a 0 para toda funcién mondtona creciente

a
f. $Qué puede decir sobre la funcién a? Sugerencia. Para cada c¢ € [a,b] considere
la funcién mondétona f. definida como f.(z) =0sia <z <cy fc(r) =1 sino.

Sean f,a : [a,b] — R. Para cada particién © = {xo, ...,z } del intervalo [a,b], se

define s, := kﬁ:l f(tr)[a(xg) — a(zg—1)], donde ti, € [xg—1,Tk].

Demostrar que si f € R(«a) entonces existe una sucesiéon de particiones {m, bmen que
cumple las condiciones:
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(a) {mm}men es mondtona en el sentido siguiente: si m < m’ entonces m,, C 7y,
(b) lim || 7 ||=0.
m—0oo

b
(¢) lim s, = [ f da, independientemente de la eleccién de los tj, en cada suma
m—0o0

a
St

(d) Si {om}men es otra sucesién monétona de particiones tal que m,, C o, para
todo m € N suficientemente grande, entonces cumple las condiciones (b) y (c)
precedentes.

Si ahora g¢,( : [a,b] — R son otras funciones, tales que g € R(3) y para cada
n
particién 7 notamos r := > g(tx)[B(zx) — B(xk—1)], donde t € [xf_1,zk], deducir

k=1
b

que entonces existe una sucesién de particiones {7, }men tal que n}LD%O Sqpm = f fda
a

b
y lim rg,, :fg dg.
m—o0 a
Sean f,g : [a,b] — R y sea « : [a,b] — R monétona creciente. Demostrar que si

frg € R(a)y f(x) < g(x), entonces fbf da < fbg da.

c b
Sean f;a : [a,b] — Ry sea c € (a,b) tales que [ f day [ f do existen. Demostrar
a 4

b c b b
que [ fda también existe y que vale la igualdad: [ f da+ [ f da= [ f da.

a

Para cada z € R denotamos por [z], la parte entera de x.

Analizar la existencia de las integrales que siguen y en caso afirmativo calcularla:

4 2 2
(a) [ d(a]) (b) [ d(z—[z]) (c) [a*d(l=)
0 0 0

Sea f,a : [a,b] — R tales que f es una funcién continua y « es de variacién acotada.
(a) Demostrar que |f| € R(V4).

b
(b) Demostrar que vale la desigualdad f;f da‘ < [|f] dV,. Sugerencia. Tener

en cuenta el ejercicio 12.

(c¢) Deducir de (b) que ‘fabf da‘ < V,(a,b) mrél[fai)l()] |f(z)].

(d) Paracadaz € [a,b] se define ¢)(x) = [ f do (observar que 1 estd bien definida).
Probar que 1 es de variacion acotada.



