TALLER DE CALCULO AVANZADO (2DO. CUATR. 2010)

Practica No. 1

1. A partir de las siguientes propiedades de orden de los niimeros reales:

i) Ya,b € R con a # b, se tiene que a < b 6 b < a.

)
i) Sia < b, entonces Ve, a+c¢ < b+ c.
iii) Si0<ay0<b entonces 0 < ab.

)

iv) Sia <byb<c entonces a < c.

Mostrar los siguientes hechos:

a) Sia<byc>0, entonces ac < be.

(a)
(b) Si a < b entonces —b < —a.
(c) Six # 0 entonces z2 > 0.

)

(d) Si 2%+ y* = 0, entonces se tiene que z =y = 0.

2. Sea A un subconjunto no vacio de R acotado superiormente. Probar que son
equivalentes las siguientes definiciones alternativas del supremo de A.
(a) s verifica que:
i. Va € A se tiene s > a;
ii. sit> a para todo a € A, entonces t > s.
(b) s verifica que:
i. Ya € A, se tiene s > a;
ii. Ve >0, da. € A tal que s — e < a..
(c) s verifica que:
i. Ya € A, se tiene s > a;

ii. existe una sucesién (a,),en contenida en A tal que lim a, = s.

n—oo

Enunciar equivalencias andlogas para el infimo (y si le costaron los {tems an-
teriores demuestre alguna).



3. Sean Ay B C R, dos conjuntos no vacios, tales que A C B.

(a) Suponiendo que Ay B estédn acotados superior e inferiormente, establecer

y demostrar las relaciones de orden entre los niimeros sup(A), inf(A),
sup(B), inf(B).

(b) ;Qué sucede cuando A o B no estd acotado superior o inferiormente?

4. Hallar, si existen, supremo, infimo, maximo y minimo de los siguientes sub-
conjuntos de R:

(a) A = (a,bl.

(b) A2:{2in, neN}.

(c) A3 = A, U{0}.

(d) A4:{x€(@ :ngg\/i}.
(e) As={2> -2 —1: 2 eR}.

(f) A6:{%+%:n,m€N}.
(g) A7 ={a? -5z +4:2c€[2,4)}.

5. Dado A C R no vacio se definen, para cada ¢ € R, c.A = {c.x : z € A} y
—A=(-1).A

(a) Probar que si A estd acotado superiormente, entonces —A estd acotado
inferiormente y vale inf(—A) = — sup A.

(b) Probar quesic > 0y A estd acotado superiormente, entonces c. A también
lo estd y sup(c.A) = csup A.

(¢) ¢ Qué se puede decir en el caso que ¢ < 07
(d) Enunciar resultados andlogos a los anteriores para inf(c.A) (y demuestre
alguno(s) si tiene ganas).

6. Dados A, B C R ambos no vacios se definen

A+B:={a+b:ac Abe B}
AB:={ab:a€ A be B}

(a) ;Qué condiciones deben verificar A y B para que exista sup(A + B)?
Estudiar la relacién entre sup(A + B) y sup(A) + sup(B).

(b) ;Es posible dar resultados parecidos a los de la parte (a) para A.B y los
nimeros sup(AB) y sup(A).sup(B)? ;jCuéles?



7.

10.

11.

12.

Sea (ay)nen una sucesién de numeros reales tal que lim a,, = L.

n—oo

(a) Probar que
i. Sir < L existe ng € N tal que a,, > r Vn > nyg.
ii. Sir > L existe ng € N tal que a, <1 Vn > nyg.
(b) ;Puede reformularse (a) i. si se sabe que r < L?
(¢) ;Qué puede decirse de L si se sabe que existe ng € N tal que a,, > r
Vn > ng?

Probar que para cada x € R existe una sucesién (g,)nen C Q estrictamente
decreciente tal que lim ¢, = x.
n—oo

Sea {ay, nen una sucesién de nimeros reales no negativos tal que lim a, = A.

Probar que lim \/a, = VA.

n—oo

Sea {I,}n,en una sucesion de intervalos cerrados encajados acotados y para
cada n sea A, la longitud de I,,.

(a) Demostrar que lim )\, existe.

n—oo

(b) Demostrar que si L := lim A, > 0, entonces ﬂ I,, es un intervalo cerrado
n—oo
neN

de longitud L.

Se define recursivamente la sucesién {x, },en como sigue:
x>0 Tpt1 = a/(1+ x,),
donde a > z% + ;.

(a) Probar que los intervalos cerrados [z, z,1] forman un encaje de inter-
valos con un tnico punto comun &.
(b) Probar que ¢ es raiz del polinomio X2 + X — a.

[Pruebe que z,11 — z, y x, — T, tiene signos diferentes y que |z, — z,| <
0|z, — x,_1| para 0 < 6 < 1 adecuado.]

Dada una sucesién de nimeros reales (a,),eny y un nimero « € R, se dice que
a es un punto limite de (a,)nen si'y s6lo si existe una subsucesion (a,, )ren tal
que lim a,, = a.

k—o0

Hallar los puntos limites de las sucesiones:

(a)l—% (b) (1) (©) cos()
@ e+ ©@phiRRELL. (o e



13. Hallar los limites superior e inferior de las sucesiones del ejercicio anterior.

14. Se tienen sucesiones acotadas de nimeros reales (an), oy ¥ (bn),en-

Enunciar y demostrar las relaciones de orden entre los cuatro nimeros que

siguen:
o lir{riiorgf (an, + by)
e limsup (a, + by,)
e limsup a, + limsup b,
e liminf a, + liminf b,.

n—oo n—oo




