TALLER DE CALCULO AVANZADO (2DO. CUATR. 2010)

Practica No. 4

b
1. Analizar en cada caso la existencia de [ f da y calcularla cuando exista.
a

(a) «:[a,b] — R una funcién arbitraria y f constante sobre [a, b].
o

(b) « : [a,b] — R una funcién continua con a(a) = ag , a(b) = by; sea
5 six€la,c)
c € (a,b) ysea f:[a,b] — R la funciéon f(x) := 3 six=c
—1 siz € (cb]
., Qué sucede si en lugar de tomar « continua sélo se sabe que « es continua
en c?
, : [ 1 sizelad
(¢) f como en el item anterior y a(z) = { 1 osize(ed]
(d) f(z) =2*, a(z) =2y [a,b] = [-1,3].

(e) f(z) = a(x) = cos(x) y [a, 0] = [0, F].

b
2. Supongamos que [ fda existe y es igual a 0 para toda funcién mondtona

a
creciente f. ;Qué puede decir sobre la funcién a? [Sug.: para cada ¢ € [a, b
considere la funcién monétona f. definida como f.(z) = 0sia <z < cy
fe(z) = 1 sino.|

3. Sean f,«a : [a,b] — R. Para cada particion © = {xq, ..., z,,} del intervalo [a, b],

se define s, := > f(ty)[a(xr) — a(xg_1)], donde ty € [zx_1, zk]
k=1

(a) Demostrar que si f € R(a) entonces existe una sucesién de particiones
(Tm) men que cumple todas las condiciones siguientes:

i. (Tm),en €8 mondtona en el sentido siguiente: si m < m’ entonces
Tm C Ty
ii. lim || m, ||=0.
m—00
b
iii. lim s, = [ f da, independientemente de la eleccién de los ¢ en
m—0o0

a
cada suma s, .

iv. Si (0),,ey €5 Otra sucesién mondtona de particiones tal que 7, C
on para todo m € N suficientemente grande, entonces cumple las
condiciones ii. y iii. precedentes.



(b) Si ahora g, : [a,b] — R son otras funciones, tales que g € R(3) y
para cada particién 7 notamos r, = Y g(tx)[3(xx) — B(xg—1)], donde
k=1

ty € [xr_1, k], deducir que entonces existe una sucesiéon de particiones

b b
(Tm) ey tal que lim s, = [ fday lim rp = [gdp.

4. Otra definicion de integral de Riemann-Stieltjes

Con las mismas notaciones que en el ejercicio anterior: sean f,« : [a,b] — R,
diremos que f es integrable Riemann-Stieltjes* con respecto a la funcion o
(notaremos f € R*(a)) si se cumple: existe un A € R tal que para todo
e > 0 existe 6 > 0 tal que | s, — A |< € para toda particion m con || 7 ||< 4,
independientemente de los valores de t,. En este caso diremos que A es la
integral de Riemann-Stieltjes* de f respecto a a.

(a) Demostrar que R*(a) C R(«).

(b) Sean f,« : [a,b] — R definidas asi: si ¢ € (a,b) entonces f(z) = a(z) =0
paraa <z < ¢, f(r) =a(zr)=1parac <z <b, flc) =0y alc) =1
Demostrar que f € R(a) pero que f ¢ R*(«).

[Sug.: considere particiones 7 tales que ¢ € 7 para ver que f € R(«) y parti-
ciones 7’ tales que ¢ ¢ 7’ para ver que f ¢ R*(a).]

c b
5. Sean fi;a : [a,b] — Ry sea ¢ € (a,b) tales que [ f day [ f da existen.
b c b
Demostrar que [ fda también existe y que vale la igualdad: [ f da+ [ f
b a a C
da= [ f da.
6. Sean f,g:[a,b] = Ry sea a: [a,b] — R mondtona creciente.
b b
Demostrar que si f,g € R(a) y f(z) < g(x), entonces [ f da < [ g da.

7. Para cada « € R denotamos con |z] a la parte entera de z, es decir: |z] :=
max{n € Z / n < z}. Analizar la existencia de las integrales que siguen y en
caso afirmativo calcularla:

4 2 2

(a)  [a*d([z]) (b) [z dx—|z]) (c) Ja*d(|z])

0 0 0

! De la parte (b) de este ejercicio se deduce que la definicién de integral de Riemann-Stieltjes* no
es equivalente a la dada en clase; sin embargo la mayoria de las propiedades generales se preservan
con ligeras modificaciones.



