TALLER DE CALCULO AVANZADO - VERANO 2010

Practica 3

1. Sea f:R—>R, A,BC Ry X,Y CR. Decidir en cada caso si corresponde C,D 6

=y probarlo.
(1) f(AuB) ...... f(A) U f(B)
(i) fHXUY) ...... XUy
(tir)  f(ANB) ...... (AN f(B
(iv) fFUXNY) ...... X)) N f~4Y)
v) f(ca) ... C(f(A4))
(vi)  fFHCX) ... C(f~H(x)

2. Sea f : (a,b) — R. Probar que lim,_,,+f(x) = [ si y solo si para toda sucesién
estrictamente decreciente {x,} tal que lim, ooy, = a, vale limy, oo f(x,) = L.

3. Sean f : [a,b] — R mondétona y = € (a,b]. Demostrar que si existe una sucesién
{zn} C (a,b] tal que z,, < x para todo n y lim,—cf(zn) = [, entonces f(z~) = 1.

Enunciar el resultado correspondiente para f(z1).

4. Sean A,BCRysean f: A— R, g: B — R tales que f(4) C B. Si f es continua
ena € Ay g es continua en f(a), probar que g o f es continua en a.

5. Sea f : R — R una funcién continua tal que f(x) = f(y) para todo z,y € Q.
Demostrar que f es una funcién constante. Deducir que dos funciones continuas que
coinciden sobre Q son la misma funcién.

6. Hallar todos los puntos donde la funcién f es continua, siendo

(a) f:]0,1] — [0,1] la funcién:

B r, sizeQ
f(x)—{ 1l—2 sizéQ °

(b) f:R — R la funcién:

siz =3 con a,b € Z coprimos y b > 0

=

fz) =
0 siz ¢ Q

7. Sea f : [a,b] — a,b] continua. Demostrar que existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = c.
Sugerencia. Considerar la funcién = — f(z).

8. Sea f: R — R. Probar que son equivalentes:

(a) f es continua (en todo R).



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(b) f~1(O) es abierto para todo O C R abierto.
(c) fY(F) es cerrado para todo F C R cerrado.

Sea f : R — R una funcién continua. Probar que el grafico de f es un subconjunto
cerrado de R?.

Sea K C R un conjunto compacto y sea f : K — R una funcién continua tal que
f(z) > 0 para todo z € K. Probar que existe a > 0 tal que f(x) > « para todo
reK.

Sea f : R — R continua tal que lim|x‘_,+oof(x) = 4o00. Probar que f alcanza su
minimo valor.

Sea K C R un conjunto compacto y sea f : K — R una funcién continua. Probar :

(a) {|z|: x € K} es compacto.
(b) Dado ¢ € f(K) existe entre las raices x de la ecuacién f(z) = ¢, una de médulo
minimo.

Estudiar la continuidad uniforme de las funciones siguientes:

) f:R— Rsiendo f(x) = |z|.
) f:R— R siendo f(z) = 2.
(¢) f:(r,+00) — R siendo f(z) =+/z, con =0y con r > 0.
) f:(0,1) = R siendo f(z) =sin(1).
)

f:R — Rsiendo f(z) = ﬁ

Sea S CR ysean f,g:S — R funciones uniformemente continuas.

(a) Probar que f + g es uniformemente continua.

(b) Mostrar con un ejemplo que f-g no necesariamente es uniformemente continua,
aun si alguna de las funciones f 6 g es acotada.

(c) Probar que si b : f(S) — R es otra funcién uniformemente continua entonces
hof:S — R también lo es.
Sea f : R — R una funcién que es uniformemente continua en los intervalos [a, b] y
[b, c]. Probar que f es uniformemente continua en [a, c].
LEs cierto que si f es una funcién uniformemente continua sobre un conjunto A C R

y también sobre un conjunto B C R, entonces lo es en AU B?

Sea f: R — R, g y a numeros reales. Se dice que f es localmente Lipschitz de
orden a en el punto xq si existen €, M € Ry tales que

|f(z) — f(zo)] < M|z —x0|* para todo x tal que 0 < |x — x¢| < €.

M se llama la constante de Lipschitz de f. Cuando el orden o = 1 decimos simple-
mente que [ es Lipschitz.



17.

18.
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(a) Demostrar que si f es localmente Lipschitz de orden o > 0 en o entonces f es
continua en x.

(b) Mostrar que si f es localmente Lipschitz de orden o > 1 en xg, entonces es
derivable en xg y f/(z0) = 0.

Una funcion f : A — R se dice que es Lipschitz si existe una constante M > 0,
llamada la constante de Lipschitz def, tal que

[f(x) = f(y)l < M|z —y| para todox ,y € A.

Sea f:[—1,1] — R la funcién f(z) = /z. Demostrar que f no es Lipschitz pero sin
embargo f es uniformemente continua (en particular “unif. cont. # Lipschitz”).

Sea S C Rysea f:S — R una funcién Lipschitz con constante igual a M < 1.
Demostrar que si S es cerrado, y f(S) C S entonces existe y € S tal que f(y) = vy,
en otras palabras, f tiene un punto fijo.

Sugerencia. Considerar la sucesién (z,)neny en S construida recursivamente asi:

x1 € S cualquiera, si x, estd definido se toma z,4+1 := f(z,), en otras palabras,
Tni1 = O (z1). Demostrar que (z,)nen €s una sucesién de Cauchy; tomar y = lim

n—oo
T

Mostrar con un ejemplo que el resultado es falso si no se supone S cerrado.

Sea f : R — R la funcién f(z) = v+l V2m2+1 Demostrar que f es Lipschitz con M =1
pero que f no tiene puntos fijos.

Sugerencia. Considerar la funcién g : K — R definida como g(z) = |z — f (x) |.



