Ecuaciones Diferenciales - 2° cuatrimestre 2001
FUNCIONES ARMéNICAS

. Probar que la ecuacién de Laplace
Au=0

es invariante por rotaciones; esto es, si O es una matriz ortogonal y definimos v(z) = u(Ozx),
entonces

Av = 0.

. Verificar las siguientes afirmaciones indicando en cada caso las hipdtesis de regularidad sobre w
necesarias para su validez.

Combinaciones lineales: Si uy y ue son funciones arménicas, entonces au; + Sug es armonica.

Traslaciones: Si u es armonica, entonces u(x — &) es armonica.

Diferenciacion respecto a pardmetros: Si u(z,7) es armédnica para cada 7, entonces g—:(x,v)

es armonica para cada 7.

)

b) Homotecias: Si u es arménica, entonces uy(z) = u(Az) es armonica.
)
)

iy . . . b
(e) Integracidn respecto a pardmetros: Si u(z,7) es arménica para cada v, entonces fa u(z,y)dy
es armonica.

(f) Diferenciacion respecto a x: Siu es armonica, entonces D*u es armoénica para todo multiindice
oae IN™.
(g) Convoluciones: Si u es armonica, entonces [ u(z — £)p(£)d€ es arménica.

. Sea u arménica en 2 C IR?, abierto simplemente conexo. Probar que entonces existe v arménica
en §2 tal que u + v es holomorfa.

. Resolver usando separacién de variables, el problema: Si D es el cuadrado [0, 1] x [0, 1], se busca
u = u(z,y) tal que

Au = 0, en D,
u(z,0) = fi(z),
u(lLy) = fa(y),
u(z, 1) = f3(z),

w©,y) = fa(y)
Imponer condiciones sobre las f; para que la funcién hallada sea efectivamente solucién de la
ecuacioén.

. Resolver, analizando la validez de la solucién, la ecuacién de Laplace en un disco en IR?.

(a) Ay = 0 enlz| <1,
. u = f enlz|]=1,

donde f € C'({|z| = 1}). (Sug.: Pasar a coordenadas polares).

Ay = 0 en |z <1,
b 0
R B A
donde f es como en (a) y ademds f{\z|:1} fdS =0y use anula en el origen.

Probar la ecuacién del item (b) no tiene solucién si f{lr\zl} fdS #0.

6. Decimos que v € C%() es subarménica si Av > 0 en €.

(a) Probar que si v € C(Q) entonces maxg v = maxpq v.
Sugerencia: Probarlo primero suponiendo que v satisface que Av > 0 y luego probarlo para
ve(x) = v(x) + €|z|? y hacer ¢ — 0.



(b) Probar que si zg € Qy r < d(xg,0f2), entonces
e < we
B(zo,r)

(¢) Probar que v verifica el principio fuerte del méximo.

(d) Sea ¢ : IR — IR una funcién convexa y regular. Si u es arménica y v = ¢(u), entonces v es
subarmonica.

(e) Probar que v = |Vu|? es subarménica, si u es arménica.

7. Sea w una solucién regular de
Au f en B;(0)
u = g en dB1(0).

Probar que existe una constante C, que depende sélo de la dimensién del espacio, tal que

max |u| < C | max |g| + max |f] | .
B1(0) 9B1(0) B1(0)

(Es cierta la conclusién del ejercicio si cambiamos Bj(0) por 2 un dominio acotado cualquiera?

8. Notemos por Bj a la semiesfera {x € IR"/ |z| < 1,21 > 0}. Sea u € O(Ff), arménica en B; con
u="0en OB N{r; =0} y notamos = = (x1,2') con 2’ € IR"~*. Definimos

Ulw) = { (@) si >0,

—u(—zy,2') siz <0,
para x € B1(0). Probar que U es arménica en B;(0). Concluir que u es C* hasta {z; = 0}.

9. Sea u € C’l(Bif') arménica en B tal que u,, = 0 en z; = 0. Probar que

U(x) = { u(x) si 1 >0,

u(—z1,2") sixz <0,
es arménica en Bi(0). Concluir que u es C™ hasta {x; = 0}.
10. Sea u una funcién arménica en B;(0). Probar que

sup |Vu(z)| < C sup |u(z)|,
By,2(0) B1(0)

donde C' depende sélo de la dimensién del espacio.
11. Probar que si u es armoénica en IR" y acotada, entonces u es constante.

12. Probar que existe a lo sumo una solucién acotada del problema

Au = [ en IRY,
v = g enORY.

;Vale la unicidad si eliminamos la hipdtesis de que u sea acotada?

13. Sea {u,}52; una sucesién de funciones armoénicas en 0 que converge uniformemente sobre los
compactos de 2 a una funciéon u. Probar que u es armonica.

14. Sea u, € C%(Q) N C(Q) (2 acotado), la solucién del siguiente problema,

Au, = 0 en{
Up = gn en O

Probar que si g, — ¢ uniformemente en dQ, entonces existe u € C%(Q) N C(Q) tal que u,, — u
uniformemente en Q y Au =0 en .



15.

16.

17.

18.

19.

20.

Sea Q un dominio acotado y sea u,, € C?(Q) N C(Q) la solucién del siguiente problema

Au, = f, en(,
U, = g, en Of.

Probar que si f,, — f uniformemente en € y que si g, — g uniformemente en 02, entonces existe
u € C(Q) tal que u,, — u uniformemente en 2 y, mas ain, u es solucién de

Au = [ en(,
u = g endf),

en el siguiente sentido “débil”:

/ uAvdr = / fvde, para toda v € C§°().
Q Q

Teorema de Harnack de convergencia mondtona.

Sea {uy, }52; una sucesién mondétona de funciones arménicas en un dominio 2, entonces la sucesién
converge en todo punto o diverge en todo punto. En el primer caso, la convergencia es uniforme
sobre compactos y el limite es una funcién arménica.

Probar que si u es arménica en IR" y |u(z)| < C(1 + |z|¥), entonces u es un polinomio de grado a
lo sumo k.

Probar que si el problema de Neumann

Au=f en(,
%:g en 052,

tiene una solucién en € acotado (u € C%(Q) N C*(Q)) entonces

/Qf(x)dx = /émg(x) ds.

Relacionar con el ejercicio 5.

Sea Q un dominio con borde regular. Probar que si u € C%(£2) N C1(Q) es solucién de
Au = 0 enQ,

ou

W 0 en 09,

entonces u es constante.

Una funcién u € C(Q) se dice subarménica (superarménica) en € si para cada bola B CC Q y para
cada funcién h arménica en B que satisface u < h (u > h) en 9B, se tiene que u < h (u > h) en B.
(a) Mostrar que si u € C?(Q), u es subarménica (segin esta definicién) si y sélo si Au > 0.

(b) Si u es subarménica en €2, entonces satisface el principio fuerte del maximo; y si v es super-
armonica en {2 acotado, con v > u en 92, entonces v > u en 2 0 v = u.

(¢) Sea u subarménica en  y B CC 2. Notamos con @ la funcién arménica en B (dada por la
integral de Poisson) que satisface uw = u en 0B. Definimos el levantamiento arménico de u en

B por
u(x), =€ B,
Ulz) = { u(z), z€Q—B.

Entonces U es subarmonica en §2.
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(d) Siwug,...,uy son subarménicas en (2, entonces
u(z) = max{ui(x),...,un(z)}

es subarmonica en Q.

(e) Enunciar y demostrar los correspondientes resultados para funciones superarménicas.
Sean A, B matrices simétricas y semidefinidas positivas de n x n. Probar que tr(AB) > 0.

Principio débil del mdzximo

Sea
- 0%u - ou
Lu = ijzzzl a;;(x) 7{9&01-896]- + Z: bi(x) oz, + c(x)u,

donde a;;,b; y ¢ son funciones continuas en Q y u € C*(Q) N C(Q). La matriz (a;;) es simétrica y
definida positiva para cada x € Q (un operador £ con estas propiedades se dice eliptico). Probar
que si Lu > 0en Q y ¢ =0 entonces el maximo de u se alcanza en 0f).

Lema de Hopf. Sea ) un dominio con la propiedad que para todo zy € 02, existe una bola
B.(y) C Q tal que z¢ € 9B,(y) (esto se conoce como la propiedad de bola tangente interior). Sea
u e C?*(Q)NCHQ) tal que Au>0en Q, zg € IN y u(zo) > u(z) para todo = € Q. Entonces

o
aiy‘(xo) >0

Usar el lema de Hopf para dar otra demostracion del principio fuerte del méaximo.

Sea € un dominio con borde C2. Probar que {2 posee la propiedad de bola tangente interior.



