Funciones Armonicas

1— Formulas de Green:

. 2 . e . . n
Recordamos que una funcién u se dice arménica en un abierto Q € R

siuec(Q) y Au=0 (n>2)

Teorema de la divergencia

Sea Q € R un abierto acotado tal que 90 es una superficie suave

F:Q - R un campo vectorial tal que F € C(Q) N ch(Q)

J div F dxr = J F.n do
Q R

donde n = normal exterior de norma 1
do = diferencial de superficie
dr = diferencial de volumen

[ F.n es un producto escalar = es la componente de F normal a a9 ]

Primera formula de Green

Si u,v € c'(Q) n c(Q) entonces

av
J Vu Vv + u.Av dr = J u.— do
Q 3R In
av
Aqui — = derivada de v en la direccién de la normal exterior unitaria a 92
an
(derivada normal)
Dem: Aplicamos el teorema de la divergencia al campo F = u.grad(v) = u Vv
3 av du av a%v
div (F) = E e [u.——— ] = E — —— 4+ u. —— = Vu.Vv + u.Av
i=1 OX_ X i=1 9xX_  OX_ SX?
1 1 1 1 1 av
y el producto escalar Vv.n es la derivada direccional —
an
por lo tanto:
av
J Vu Vv + u.Av dr = J u.— do
Q 3R In
av
Corolario: Si v es arménica en Q = J — do = O
AR an
Dem: Se aplica el resultado anterior con u = 1

Esto implica que el problema de Neumman para la ecuacién de Laplace



Au = O en Q

au
— = f en oQ
\81”1
s6lo puede tener solucién si J f =0

of2

Segunda formula de Green: Si u,v € C'(Q) N cT(Q) entonces

av au
J (u Av — v Au) dt = J [ u.— - v.— ] do
Q of2 an an
av
Dem: Por la primera férmula de Green J Vu Vv + u.Av dr = J u.— do
Q 3R  In
au
intercambiando los roles de u y v: J Vu Vv + v.Au dtr = J v.— do
Q 3R  In

Restando de la primera la segunda se obtiene la férmula buscada.

2— El1 potencial Newtoniano:
Buscamos las funciones arménicas u de la forma u = f(ll x Il)
donde f:R > R
20
au E) X5
— = £l x ). (vll x 1) = £ (I x 1)
X X nm x 1
1 1
2 x= x=
d u i 1 i
=f£ N xN) — + £l x ). — + £l x II)
% N x 1< I ox Il nx 1>
1
por lo tanto
n—1
Au = £ x 1) + £ x ).
I x 1

Por lo tanto encontramos para f la ecuacidén diferencial:

n—1
£’ (r) + —— f'(r) =0
r
Llamemos g = f’ tenemos
n—1
g’ (r) + — gl(r) =0
r
g’ (r) n—1
dividiendo por g: —_— = - —
g(r) r



-1
e integrando log g = (n—-1) J — + k (k = constante)
r
k
log g = — (n—1) log r +k > g =— . (k otra constante)

n—

r

k.log r sin =2

f = 1
k sin =2 2
L n—=2
r
k log r sin =2
Conclusion: La funcién N(x) = k conr =1l x|l
—_— sin =2 2
L rn—Z
(k constante) es arménica en R — {0}
Obs: Si F(x) = grad N(x) = grad f(Il xlI) = £’ (Il x II).grad(ll x II) =
1 X X
= k — = k
nx 12" 1 x 1 nx n

este campo se llama campo Newtoniano.

X
Para n = 3 F = k ——— es el campo creado en el punto x por una carga
nm x 1

colocada en el origen.

Obs: Si definimos N (x) = N(x-y) entonces N es arménica en R — {y?}
R R

N es el potencial Newtoniano centrado en y
hg

X - Y

Entonces grad N (x) = k

Y n

N x — y Il
3— El1 teorema del valor medio:
Notaciones:
*B (x) ={zeR": Il x -zl <r}
r

es la bola abierta de centro x y radio r

*B (x) ={zeR": 1l x -zl <r}

r
es la bola cerrada de centro x y radio r
*S (x) ={zeR": Il x—-—=z1Ill =r}

r

es la esfera de centro x y radio r



Teorema: Supongamos que u es arménica en €
Si x e Qyr >0es tal que B (x) £ Q >

1 1
u(x) = ———— J u(y) do(y) = J u(x+ry) do(y)

ooy S (x) W S (x)
n r n 1

donde do(y) significa diferencial de superficie

y w = area de la esfera unidad en R"

Obs: Este teorema significa que el valor de una funcidén arménica en el

centro de una esfera es el promedio de sus valores en la cascara.

Dem: En la segunda férmula de Green tomo u la del enunciado

y v = N (el potencial Newtoniano centrado en x ) eligiendo k = 1

Q =B (x) — B (x) con O < g <r
r e
(Q es una ”corona” o sea la regién entre dos esferas)

En este abierto Q u y v son arménicas (x € Q)

(1)

av Jdu
por lo tanto resulta: J [ u.— - v.— ] do = O
N an an
Q2 se compone de S (x) y SE(X) [dos cascaras de esferas concéntricas]
I
av Jdu av Jdu
J [ u.— - v.— ] do + J [ u.— - v.— ]= @)
S (x) an an S (x) an an
r £
% Para calcular la integral sobre S (x) notamos que v es constante en
I
S (x) yvaler"“ sin>2 (o logrsin-=2)
I

y — X
La normal exterior unitaria es n = ——— en un punto y € S (x)

Ny — x Il v
por lo tanto
av y — X y — X 1 1
— =< grad v, n > = < s > = . = —
an Ny —x I Ny — x Il Ny —x I r

por lo tanto tenemos:

J

sin>2y

av du 1 . Jdu
[ u.— - v.— ] do = — J udo — r J — do

S (x) an an r S (x) S (x) on
I



av Jdu 1 Jdu
J [ u.— - v.— ] do = I J u do — log r J — do
S (x) an an r S (x) S (x) on
sin =2
Jdu
Ahora como u es arménica = J — do = O
S (x) on

(corolario de la primera férmula de Green)
De modo que en cualquier caso:
J av au

[ u.— - V. ] do = —— J u do
S (x) an an
¥ Analogamente obtenemos una expresién para la integral sobre SE(X)

y — X
esta vez la normal exterior es n = — ——— en un punto y € SS(X)
Ny — x|l
de modo que:
av au 1 . au
J [ u.— - v.— ] do = - —— J u do — € J — do
S_(x) an an o S_(x) S _(x) an
€ € €
(n >2) y
av au 1 au
J [ u.— - v.— ] do = — —— N J u do — log € J — do
S_(x) an an o S_(x) S_(x) an
€ € €
au
nuevamente la integral J — do se anula por ser u armoénica
S _(x) on
€
av au 1
vy tenemos: J [ u— - v.— ] do = — —— J u do (3)
S (x) an an o S (%)
€ €
de (1) , (2) y (3) resulta que:
1 1
—— J udoe = —— J u do (4)
o S (x) e S_(x)
r e

(esto significa que el valor de la integral en realidad no depende del

radio de la esfera!)

(2)

Notemos que el area de la esfera SE(X) es € ' v donde w es el area de
n n

la esfera unidad por lo tanto —— N J u do es el promedio de
n—

u en S (x)
€

Dividimos ambos miembros de (4) por w
mn



u do = u do
. JS (x) w et JS (x)

n r n e

1
Si hacemos que € » O tendremos que ——— N J u do - u(x)
v g S_(x)
n e
por ser u continua (se usa el teorema del valor medio para integrales

maltiples) por lo tanto:

u(x) = u(y) do(y)
w or Tt JS (x)

n Ir

como afirma el teorema.

Para obtener la segunda igualdad del teorema hacemos el cambio de variable

Yy =X + r.z con z € Si(O)
1
u(x) = —— J u(x + r.z) do(z)
" S (0)
Corolario: Supongamos que u es arméonica en Q

Si x e Qyr >0es tal que B (x) £ Q >
I

n n
u(x) = J u(y) dy = J ulx + r.z) dz
rw B (x) W B (0)

n r n 1

Dem: Calculo la integral usando coordenadas polares:

escribo y = x + p.t con O < p < ry+t e Si(O)

I = J u(y) dy = Jr pm [ J
o

u(x + p.t) do(t) ] dp

B (x) S (0)
r 1
[ pn_1 proviene del jacobiano)
por el teorema del valor medio J u(x + p.t) do(t) = w ulx)
S (0) o
1
m
r _1 r
I = u(x) w J o dp = u(x) w por lo tanto:
n o ™ n
n
s —— uly) dy = u(x)
v r "B (x)
m I

la segunda igualdad se obtiene del cambio de variable

y =X + r.z con z € Si(O)



1

Obs: Podemos escribir esto como u(x) = ——— J u(y) dy
IB_(x) | B (x)
r r
A%

[ tenemos v = = volumen de la esfera unidad ]

o n
Para verlo basta tomar u = 1
4— E]1 reciproco del teorema del valor medio:

La razén por la que el teorema del valor medio es muy Iimportante, es

que también es cierto el reciproco:

Teorema: (reciproca del teorema del valor medio)

Sea u continua en Q tal que si x € Q y B (x) € Q entonces

1

u(x) = J u(x+ry) do(y) (o sea u verifica el teorema del
W Si(x) valor medio)
©
entonces u € C (Q) y Au = O
Dem: eli jamos Yy € Cz(Rn) tal que sopl(e) € (-1,1) y ¢(x) es constante en un

entorno del cero.
[09]
Pongamos ¢(x) = ¢y (ll x II) > ¢y es C
(para x # O por ser composicién de COO y en O por ser localmente constante)

(multiplicando sino ¥ por una constante) podemos suponer

J . p(x) dx = J p(x) dx = 1)

R B (0)
1

dado £ > O definimos ¢€(X) =g ¢[ ] (aproximacién de la identidad)

claramente Sop(¢e) = BE(O)
(si Ixl > € 2 [x/gel > 1 2 ¢ se anula en un entorno de x/g = ¢€ se anula

en un entorno de x )

pongamos Q_ = {xeQ: dx,Q) >¢e}

c e 2 . .
como d(x,2 ) es una funcién continua = Qe es abierto

Ademas como 2 es abierto U Qe = Q
£ > O

Luego para ver que u es COO basta ver que lo es en cada Qe



Sea x € Qe .Calculemos
(u > ¢_)(x) = Jmn uly) ¢_(x—y) dy

notemos que si [x-yl|l > & > ¢e(x—y) = O por lo tanto podemos integrar

igualmente sobre la bola BE(X)

(u = ¢_)(x) = | uly) ¢_(x-y) dy

B (x)
£

como dicha bola es un compacto y tanto u como ¢ son continuas = la integral

existe
Hagamos el cambio de variable t = x-y 2 y = x—t (el jacobiano es 1)
(u = ¢e)(X) = J u(x—t) ¢e(t) dt
B_(0)
€
X
= J u(x—t) e ¢[ ] dt
B_(0) £
€
X
hagamos el cambio de variable z = s> g dz = dt
€
- j ul(x—ez) ¢(z) dz
B (0)

1
esta integral la calculamos usando coordenadas polares:

1

Ny

usando la hipétesis tenemos que

u(x—ez) do(z) ] y(r) '~ dr

st (0)

1
(u = ¢e)(X) = J v u(x) ¥(r)

o

—1 1

1
dr = u(x) w J Y(r) r = dr
(@]

usando coordenadas polares tenemos que por como elegimos ¢:

1
1 = J_____ p(x) dx = j J , er.y) r"~' dr do(y)
Bi(O) o S

1
= v J y(r) £ " dr
o

con lo que queda (u ¢e)(X) = ulx) V x € Q

Ahora ¢€ es COO de soporte compacto = u ¢€ es COO > u es COO en Qe

(para cada &) 2 u es c® en @

Veamos ahora que Au = O

Sea x € Q y tomemos r > O tal que Br(X) cQ



Jdu

J Au(y) dy = J —(s) do(s) (por la primera férmula de green)
B (x) S (x) on
N au
= J r''" — (x+rz) dz
S (0) an

Obs: interpretacidén en términos de geometria diferencial

se tiene w:si(o) > S (x) dada por ¥ (z) = x + rz es un difeomorfismo
tomemos o la forma de volumen en S (x)

>
(¢ U)Z (Xi,XZ,...,Xn_i) = Gw(z)(dzw(Xi),dzw(XZ),....,dzw(Xr)) =
= 0X+pZ (p.Xi,p.XZ,...,p.Xn_i) = w (p.Xi,p.XZ,...,p.Xn_i,z)
[ w la n—forma de volumen en R ; z es la normal exterior unitaria
a s (x) ]

n—1 n—1
=p w(lX , X ,...,X ,Z) = p o(X ,X ,...,X )

1’ =2 n—1 1’ =2 n—1

donde o es la forma de volumen en Si(O)

Luego si f:S (x) - R se verifica

J f(y) do(y) = J "t f(x+rz) do(z)
S (x) S (0)
r 1
en particular area(S (x)) = r'* ' area(Si(O))
s — x
En s € S (x) la normal exterior unitaria es n(s) = — = =z
r

Por definicién de derivada direccional encontramos que:

au ul(s+en) — ul(s) u(x+rz+ez) — u(x+rz)
— (s) = lim = lim =
an € > 0 € € > 0 €

a
= — [ u(x+pz) ]

dp e =r

a

J Au(y) dy = J Tt — [ u(x+pz) ] dz =
BF(X) Si(O) 3p p =r

Sacando la derivada a fuera de la integral encontramos que:



d
u(x+pz) dz ] = "t [ v u(x) ] =0

el |

dp Si(O) dp
ya que w por u(x) = O
de modo que Y r > O J Au(y) dy =0
B (x)

Ir

. ©
como Au es continua (pues u es C )

1
Au(x) = lim ——— j Au(y) dy = O
r- o0 |B_(x)] B (x)
esto muestra que Au = O en

. . L. oY)
Corolario 1: Si u es arménica en Q > u es C

. . . oY)
Dem: u es arménica > u verifica el teorema del valor medio > u es C

Corolario 2: Si (Uk)k c N es una sucesién de funciones arménicas en Q tal

que u - u uniformemente sobre todo compacto K € Q = u es arménica en

Dem: Como Uk es arménica en Q > verifica el teorema del valor medio

1
Uk(X) = — J Uk(y) do (y)

r W S (x)
n r

cada vez que B (x) € Q
I

Pero S (x) € Q es un compacto = u_ - u uniformemente en S (x)
r r
luego haciendo que k » © se obtiene

1
u(x) = T J u(y) do(y)
ne v Sr(X)

pero entonces u verifica el teorema del valor medio, y por consiguiente

es arménica en

5— Principio del maximo: unicidad

Teorema: (Principio del maximo) Supongamos que Q es un abierto conexo
pero no necesariamente acotado

Si u:Q » R es arménica y sup u(x) = A < +o (u es acotada sup. en )
x € €

10



> u=Aen Q ,o0 bien u(x) < AV x € Q

(si ©Q es acotado y u es continua en Q el maximo de u en Q se alcanza en el
borde)

Dem: Sea M = { x € Q : u(x) < A }

Claramente u es abierto (por ser u continua)

Veamos que es cerrado en Q :Sea x € M

Tomemos una bola B (x) € Q > existe un n_ tal que si n > n_ x € B (x)

1
u(x) = —_— j uly) dy (%)
IB_(x) | B (x)
r r
Como x € M > existe un Yo € M N B (x) U(yo) < A
En un entorno de A sera (por continuidad) U(yo) < A -¢

con lo que por (%) sera u(x) < A > x € M
Siendo ©Q conexo y M abierto y cerrado en = M = Q (o sea u(x) < A V¥x € Q)

o bien M = g (u = A)

Obviamente se deduce: (aplicando el teorema a —u)

Corolario: (Principio del maximo) Supongamos que  es un abierto conexo

pero no necesariamente acotado

Si u:Q » R es arménica y inf u(x) = A > —o (u es acotada inf. en Q)
x € €

> u=Aen Q ,o0 bien u(x) > A V x € Q

Teoremas de unicidad:

Teorema: Sea Q un abierto acotado y conexo

Si u ,u_ son arménicas en 2 ,continuas en Q y U1 = UZ en 902 > U1 = UZ en 2

Esto significa que el problema de Dirichlet:

{ Au = 0 en Q
u = g en 91

tiene a lo sumo una solucidén

Dem: sea u = u. - ou, > Au = 0y u=0=en 82 > u < 0 (pues el maximo de

v se alcanza en el borde) y u > O (pues el minimo también se alcanza

11



en el borde) > u = O

Otra demostracién diferente se basa en la féormula de energia:

en la primera férmula de Green tomemos v = u
. au

J Il Vu II" + u.Au dr = J u.— do

Q 3R In
au

entonces si Au = O y o bien u = 0 (o bien — = 0) en 8Q
an

queda J Il Vu I =0 2> Vu=0en Q > u = cte en Q

Q
Si u=0 en 902 se tiene u = 0 en Q (esto prueba la unicidad para el

problema de Dirichlet)

Sin embargo también se obtiene:

Teorema:Si Q es un abierto acotado con frontera suave y
au au
L = - 1 =2

u ,u, € C (Q) N CT(Q) son arménicas tales que = en o0
an an

> u - ou, difieren en una constante.
En otras palabras: dos soluciones del problema de Neumman:

Au = O en Q

Jdu
— = f en 90Q
L an

difieren en una constante.
6— Teorema de Liouville

. . . e . n
Teorema de Liouville: Si u es arménica en R y acotada = u es constante

Dem: Tomemos x € R yr >1 x|l
aplicando el teorema del valor medio encontramos que

1
lu(x) — u(0)| = —— | j uly) dy —j uly) dy |
r v B (x) B (0)

n r r

= [ J lu(y) | dy — J lu(y) | dy ]
B_(x)-B_(0) B_(0)-B_(x)
r r r r

12



(notamos A — B a la diferencia de conjuntos)

1

< IS [ [ IB (x) — B (0)| + IB (0) — B (x)| ]
I‘I_l‘] Ir Ir Ir Ir

B (0)-B (x) ={yeR :llyll<rillx-yll >r 3} <

{yeR: Iy U <r, IxIll+1lyll >r 3} =

={yeR":r—-—IlxlI <llyll<r?

(pues Il x — y I < U x I + 11y 1I)

de donde: |B (0)-B_(x)| < v _ ( r’ = (r — 1 x ")

B _(x) —B_(0) = {yse R™: il y —x I <r , Iyl >r }
< {yeR':r<ullyll <r + 1l x Il }

(pues Il y I < Il y=x I + Il x I < r + Il x Il )

de donde IB (x) — B _(0)| =v_ [(r + Il x ")y — r"l

reemplazando encontramos que:

1
lu(x) —u(O)l < ——Hull [ (c+1 x M= — (=11 x )™ 1

1
= — 1l u HOO P(r)

n
r

pero P(r) es un polinomio en r de grado < n—1 luego

1

— Wlull P(r) > O cuando r » ® , con lo que debe ser u(x) = u(O)
r

como X era arbitrario resulta que u es constante

Obs: la demostracién consistidé en usar que

IJ u(y) dy - J u(y) dy | < J lu(y) | dy
A B A A B

con A =B (x) y B = Br(O)
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