Ecuaciones Diferenciales - Practica 2

1) Construir la funcién de Green asociada al problema

—u" =0
{ u(a) =u(b) =0
2) Resolver usando la funcién de Green:

2 { —u" +u=f(t)
u(0) =u(1)=0

o {—u"—l—u: f(t)
w'(0)=4'(1)=0

(){—u”-l—u:et
u(0)=u'(1)=0

3) Sea u una solucién no trivial de
u' +qu=0

i) Si ¢ >0 en (0,400) y f0+°° g(z)dx = 0o, probar que w tiene infinitos ceros

positivos. (Sugerencia: suponer que existe un dltimo cero xp, e integrar por partes

., "
la ecuacién —%- = q).
u

. Vale el resultado sin la hipdtesis f0+°° g(z)dz =007

iii) Si ¢ < 0, probar que u'u es creciente, y que u tiene a lo sumo un cero.

4) Sean u,v tales que
—(pu) +qu=0

—(pv") +qu=0

en donde ¢ > q. Si a y b son dos ceros consecutivos de u, probar que v se anula

en (a,b) o v es un miltiplode u (y 7= ¢q).



Autovalores y autofunciones

5) Dados p € C'([a,b]), q € C([a,b]), p > 0, g > 0, se considera el problema de

autovalores
{ —(pu’) 4+ qu = Au en (a,b)

u(a) =u(b) =0
Probar:
i) El espacio asociado a un autovalor tiene dimensién 1.
ii) Las autofunciones correspondientes a autovalores distintos son ortogonales en
L?(a,b).

iii) Todos los autovalores son positivos.

6) Para el problema del ejercicio anterior, probar:
i) La autofuncién ug asociada al menor autovalor A\g no se anula en (a,b).
ii) La m-ésima autofuncién w, tiene por lo menos n ceros en (a,b).

iii) Si @ y b son dos ceros consecutivos de u, , entonces u, es la autofuncién

asociada al menor autovalor del problema equivalente en [a, b] .

iv) Sia <a<b<b,p>p, q>q, entonces el menor autovalor Ay del
problema B B
—(pu') +qu = Mu en (a,b)
uw(@) = u(b) =0
verifica: Ag > Ao -

v) Probar que ), > A, para todo n.

7) Hallar cotas para el n-ésimo autovalor de

{ —((L+)u") +tu = Iu en (0,1)
u(0) =u(1) =0



