Ecuaciones Diferenciales - Practica 9

1) Sea {u,} una sucesién de funciones armonicas en un abierto  C IR™ tal que

u, — u uniformemente sobre cualquier compacto K C . Probar que u es arménica.
2) Sea u : IR™ — IR, armoénica y acotada. Probar que u es constante.

3) Sea Q C IR™ un abierto acotado, y sea u € C*(Q)NC(Q) tal que Au > 0. Probar
que

sup u(z) = sup u(z)

zeQ €N

4) Dada u € C%2(Q) N C(Q), u se dice subarménica si para toda bola B C Q y
toda h armonica tal que u < h en 0B vale que u < h en B. Probar que u es

subarmonica si y s6lo si Au > 0.

5) Sea 2 C IR™ un abierto acotado, y sea u € C?(Q) N C(?) arménica. Probar que

sup [u(z)| = sup |u(z)|
T€EQ €N

6) Sea D = {z € R?/a < |jz|]| < b}, y sea u € C?(D) N C(D) arménica. Dado
a <r <b sedefine M(r)=sup,=, [u(z)|. Probar que

M(r) <oM((a)+ (1 —0o)M(b)

para o = (logh —logr)/(logh —loga) .
Sugerencia: usar que log||z|| es armonica en D, y el principio del maximo.

7) Sean 2 C R™ abiertoy u: Q — IR arménica. Dado z € Q tal que B = Br(z) C
), probar que

n
Osu(z)| < Hlluloplle
Sug: observar que si v es armoénica entonces Vu es armoénica.

8) Sea @ C C un abierto simplemente conexo y u : € — IR una funcién C2.
Probar que u es armoénica si y sélo si existe una funcién f holomorfa en 2 tal que

u = Re(f). { qué sucede si 2 no es simplemente conexo ?
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9) Mostrar que (47|z|)~'e=¢l*! es una solucién fundamental para el operador —A +c?
en R3.

10) Sea {u,} una sucesién de funciones arménicas en un abierto acotado Q C IR"
tal que u, — u en L%(2). Probar que u es igual en casi todo punto a una funcién

armonica.

11) Sea 2 C IR™ un abierto. Probar que si u € C?(Q) es subarménica, y B(zg,7) C
2 entonces

1

< = u(z)dz
|B($0’ T)‘ B(zo,r)

u(zo)

Reciprocamente, probar que esta propiedad caracteriza a las funciones subarmonicas.

12) Sea Q2 C IR™ un abierto acotado. Probar que si v € H} () minimiza el cociente

entonces existe un A € R tal que —Au+ A u=0,

Una pregunta para pensar: ; Qué se puede decir de las autofunciones y auto-
valores de este problema de Sturm-Liouville ? ; Cudles son los autovalores y las
autofunciones si = [0,1] x [0,1] ?



