METODO DE SUPER Y SUB-SOLUCIONES

Consideremos el problema

(1){Au:f(:c,u) en
u=gqg en 0f2

Por simplicidad, suponemos que f € C(Q x R) con 2L continua y g € C?(9Q).

TEOREMA

Supongamos que existen o, B € C?(Q)NC(Q) tales que o < B, y ademds
Aa > f(z,a), AB< f(z,B) en £

a<g<p en 0N
Entonces existe u solucion cldsica de (1), con a < u < 3.

Demostracion

Sea
of
ou

c= sup (z,u)

z€Q,a(z)<u<p(z)
Consideremos la sucesion definida recursivamente por:
Ug = O

Up+1 la Unica solucién del problema lineal

{ Atp g1 — cupy1 = f(z,u,) — cuy en

Upt+1 =g en 0}

Notemos que para cada z fijo la funcién f(z,u) — cu es decreciente en u, pues su
derivada es %(m, u) —c < 0. Se cumple que
u0§u1§u2<...§,8

En efecto, observemos que

Auy — cuy = f(z,0) — ca < Aa — ca
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de donde se deduce que
Au; —a) —clu; —a) <0

Siendo u; — alsqg > 0, por el principio del minimo resulta u; — a > 0, es decir:

u1 > «. Por otra parte,
Auy —cuy = f(z,a) — ca > f(z,8) — cf > AB — cpb,

y siendo u; — Blag < 0 vale que u; < f3.

Asumamos como hipétesis inductiva que u,_1 < u, < 3, entonces:
Atpy1 = Cuntr = f(2,un) — cn < f(2,Un—1) — Cn—1 = Auy, — cuy,
y siendo un+1 — u, =0 en 02 se deduce que up41 > Uy, . Del mismo modo,

Atpy1 — cuny1 = f(z,up) — cun, > f(z,B) — B,

y siendo U1 — Blag < 0 vale que un,11 < .

Luego, existe una funcién u tal que wu,(z) — u(z) puntualmente. Por otro lado,

vale el siguiente

LEMA

Existe una constante K tal que
lull r2(0) < K[|Aul|L2(g)

para toda v € H?>N H(Q).
dem: ejercicio.
Luego:
|unt1=9llm2() < Kl|A(unt1—g)lz20) = K[ f (5 un) +c(Uni1—un) —Agllr2) < M

para cierta constante M (notar que {u,} estd acotada para || -|lc porque a <
un < B). Es decir, {u,} estd acotada en H?(), que estd sumergido en H'(2) en
forma compacta. Entonces existe {u,,} convergente en H'(Q), y es ficil ver que
el limite de esta subsucesién es u. Se deduce que u € H'(Q). Por otro lado, para
¢ € C§°(2) vale que

/Q Un 1A= /Q Aty g1 = /Q (c{tmrr — wn) + £, un)]d = /Q f ()8
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y también

/QunjAgb—>/52uA¢
/Q uhg = /Q f(z,u)9,

Notar que en principio resulta que u es solucién débil, pero se puede probar que

En consecuencia,

lo que prueba que Au = ¢.

es clasica.



